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La volta scorsa ho presentato il modo sntattico di fare logica. Oggilo user”
conaetamente, cioe collettivamente. Ingeme dimodreremo per esercizio dcunetes
logiche natevoli. Sporcheremo indeme della carta. Anche la matematica haura
propria comporente pulsionde, in questo caso ande.

LOmcontro d oggis inserisce in ura lungg e faticosa, forse per molti penos,
marcia di avvicinamento dlOpistemologia ddl@nconio. Non re parler”
direttamente neppurequesta volta. Latesi chevoglio sviluppaetra questo ssminario
eil prosimo  che pe formulare unOgistemologia ddOnconscio oaorre mettere in
atto un proesso di indébolimento. Indébdimento s, ma di checosa? Bisogna
presentare lacosa daindebolire prima di indebolirla. In Italiae ativa unacorrente
filosofica nata come (pensero deboleQ Cosa vogliono ndebdirei debolisti? La
metafisica, chein vaie forme« gata forse troppo preente P perfino in modo
asfissiante Dnd pensero occidentale. Il mio progranma non  molto diverso. Mi
propongo dindébolire lalogicaclassicabaristotelica o bookanabcheddla
metafisica, in forma di logacentrismo, « il braccio armato. L@&vangdicoin princpio
era il logosmi pu™ ancheanda beneDin nome dd mio intuizionismo, non sno nZ
per dio nZcortro dio, maiin modo pe attivo degli agnosici, nel senso che combatto
con dtrettanta forza sia chi vude dimosrare |Onesistenza di dio da i fanatici
ddlOdstenza di dio, magari kamikaze BpurchZ, dicevo, il logosnon diventi ancheil
fineelafinedd discorso, chiudenddo tutto ndle sue spire. Il logostende a oppors
dladiversit” eallavariet”, che sono nvece le prerogative ddl@rithmos, dd numero.
Ricordae il ritorndlo che non m sancher™ mai di ripetere: lamatematica, quindi la
logica, 9 pu” fare in tanti modi. Indebolire lalogca, vud dire preparare la sradaa
tante forme di sapere, un progamma pluralista e democratico.

Anticipo quiunconcetto che torner” utile parlando, né prosimo sminario,
delOndebolimento binario come generalizzazione ddlalogica. Unavariante del
ritorndlo @a matematica s pu” fare in tanti modiQ recita: un probeémas pu”
generadlizzarein molti mod. Non tutti sono interessanti e negppure fecondi dlo gesso
modo. Alcuni mod sono p i nteressanti di atri o pechZ facilitanolaricerca ddla
soluzioneo pachZconnedtono @mpi di indagine finoranon ollegati. A priori non $
saqude sail modo d generalizzare pie fecondo dirisultati. Trovare la giusga
generalizzazionedd problema e il vero metaproblema del matematico. Lalogica
intuizionista* unageneraizzazionefecondaddla logica classica, pachZ pamette di
dimodrare teoremi epistemici, chein logica classica non fanno poso. Latopologia
unageneraizzazione (indebolimento) ddla geometria che urifica gran pate ddla
matematica. Il logacentrismo » nemico della plurdit™ di mod di trattare la verit™,
quindi odiala generalizzazione Esso gabilisce il primato di una solalogca,
precisamente lalogica ddlOwo. DallOordlogia apparentemente innoante ddlOWo
alla pratica della dittatura il passo « breve. Quindi, in none della democrazia,



indeboliamo 1OWo, fondanento della logica classica, e dedichiamod a proficue
genealizzazioni. Questo potrebbeessere anche un progranma pditico.

Ma prima di indebolire lalogica classica bisognaap-prendetla, pe poter poidire
in che punb vadaindebolita. LOpprendmento passa inevitabilmente atraverso gii
esercizi, che sono 1 momento della verifica collettiva dd paradigma. Nel momento
collettivo dell@nsegnamento ritroviamo la strutturatipica dd contesto giugtifi cativo.
Sono dlOope due funzoni: un meestro e unascolaresca. Il maestro Qiugificail
paradigma davanti agli alievi. Il maestro conose meglio il paradigma e gli scolari lo
apprendono, velendocome questi lo giudifica, cioe come lo coniuga Qui lafunzone
del maestro « essenziale eimprescindibile, non n none ddlOordosia, maddle
esigenze di gpprendimento. Serve ad ap-prendere meglio in prdica, doe
esercitandolo, il concetto teorico (conceptum dacum e capio, prendere con).
Comindo con gl esercizi di dntass e poi passo aqudli di semantica

Dellagntass ho presentato la volta scorsa duemodi di sviluppala: il modo di
Frege, con assiomi e regade, eil modo d Beth, con fornule marcate e solo regole.
Non no i soli modi. Molti autori hannopresentato le loro varianti, tutte pie 0 meno
miscelanti divers rappati tra assiomi e regole, tutte equivalenti. Qui non dmogro
che Beth equivale a Frege, perchZnon engo un orso di logica matematica.
Credetemi sulla parola. € uraddle rare volte che invooo per meil prindpio di
autorit”.

Piuttogo mi sento di fare unacondgderazione. Pare cheil desiderio del matematico
siadi gabilire che due cose agpparentemente diverse sono uguéi. Quas sempre gli
riesce. Ogni tanto la diversit™ resiste d furor semplificandi del matematico e non $
lascia azzerare. € proprioil caso ddladivisonetra sSntass e ssmantica, che non
sempre ¢ GuturabileOcome se nonci fosse. Ma s un @so sui generis. Effettivamente
gli approai sntattico e semantico vno euivalenti in logica, manonlo KNo n
aritmetica. Allafine ddla giornataarriver™ a uno €hemadi dimograzionedi questo
metateorema di logica, not come teorema di completezza ddlalogcae
incompletezza ddIOdtmetica.

Precisazione non ®lo terminologica. LOguivalenza dei dueapproai sintattico e
semantico * un netateorema. Infatti, « unteorema su teoremi e non &~ dimograto in
modo neccanico, come i teoremi interni alalogica, main modo nformale (e
omettendo nolti dettagli tecnici). In pratica mogrer™ che in ambito sntattico 9
dimodrano iteoremi in unmodo, h ambito ssmantico 9 dimodrano le verit®
universalmente valide (questo « il name di QeoremaOsemantico) in un atro, ma quel
ches dimosdrain un nodo nore molto di pie nZ molto diverso daquel che s
dimostra nd|Oklro modoe viceversa. Tuttavia, prima di arrivare a metateoremi, che
sono eoremi esterni alalogcabsonosulla logica, nondi logcab, mi sembra pie
prudente esercitars a dimodrare meccanicamente teoremi interni alalogica o di
logica.

Gi~ lavolta scorsaho dmodrato dla Beth alcunenade tesi: i prindpi logici
delOorilogia, cioe identit™ (IOssere +), non mntraddizione(IOate non pu” essere e
non essere) e terzo escluso (I0ate 0 » 0 nan +). Oggi continuoil lavoro dfrontando b
dimodrazionedi alcune tes variamente note, dcuneaddiritturafamose. Lo sopo
ddlOeercizio non scommentare queste tes ma impratichirs ndlOus ddlatecnica
sintattica alla Beth, forse pe convincervi di quanto ga praticaed degante.
matematico ¢ ngbile dla bdlezza delladimodrazione che deve essere, s possibile,
elementare, doe deve ricorrere il meno pessibile alOmfinito, ecompéta, cioe non
prolissa.



Ex falso quodibet

Comindo dal principio chei medievali chiamavano ex falso quodibet, attribuito a
DunsScoto, il dodor subtilis ddla teologia oxoniense. A lui interessava dimograre
logicamente |@sistenza di dio; io mi accontento di molto meno. Il concetto « che, s
in unateoria emerge unacontraddizionedel tipop et non p 9 pu” dimodrare tutto el
contrario d tutto. S dice che il Sstema degenera o wllassa, ma sarebbe meglio dire
cheesplode In un $stema sano IOhseme de teoremi » un Sttoingeme proprio dela
classe ddle fbf, cioe alcune fbf nonsonoteoremi. Per esempio, proprio la
contraddizionep et non pnone un torema. Se le dueclass coinddono ©e-qualcosa
chenon va Nel caso, il dstema perdelavis dimodrativa. Dimodrare tutto, infatti,
significa dimodrare nulla. Lo dimogranole ideologie pditichedi un recente passato
che preendevano di spiegare tutto con ura semplice formuletta. Il loro vdore« pari a
qudlo dicerte teorie pscanditiche che interpretano tutto con la sessa
grammatichetta. Mi riferisco esplicitamente a certe ssmplificazioni ispirate
all Gilentificaziore proiettiva ddla Klein o, peggio, d prindpio di ambivalenza di
Bleuler 0, ancora, d doppo legame di Bateson (vedi avanti Contro gli
pseudopamladosi). Per trattare la sovrappasizionedegli stati soggetivi odoamoros o
autononodipendenti il teorico ddla psche deve inventare tecniche pie raffinate dd
bande ricorsn dlacontraddiziore e agli pseudopaadossi aessa conressi. Dire con
Freud chelOncongsio nonconose contraddizioneobdigaa pensare unalogica
diversa ddlaclassica, ma pur smprelogica. LOndebolimento dellalogicache
presenter” va nella direzione dd trattare anche la contraddizione con rigore

Il princpio ex falso quodibet s pu™ scrivere in tanti modi. Lo presento in questo:

p=(Ap=0),

perchZin seguito, quando arr™ affrontato la questione dellndebolimento, pot™
riformularlo in versione indebolita. Il falso ¢ qui rappresentato ddla possibilit”™
contraddittoria di utilizzare successivamente sap saAp. In un @rto £no nd
pensero ocidentale lacontraddizione ¢ il falso pe antonamasia. Il quodibet ¢
rappresentato ddlOniziale g, ura variabile proposzionde qualunque Laformula s
legge se* dao p, allora, s ¢ dato nonp, allorasegue qudunqueq. La formula pu™
essere difficile da leggere per |Gincassamento dé conrettivi di implicazione uno né
campo diapplicazionedel|@ltro, rel senso che unQnplicazioneimplica
unQnplicazione Macon un poO ditenziones supeala diffi colt”.

Come sempre praocedo meccanicamente. Inizio fasificando ktes da dimodrare e
vado dlaricerca di unacontraddizione:

F(p! (Ap=0q)).

Come * quas universalmente riconogiuto Bla verit” logica s meno astratta che
collettivaPlafalsit” ddlQinplicazione« ritta alOncrocio della quata rigacon la
secondacolonra ddlatabdla soprariportata. Nella casellaleggo elQinplicazione ¢
falsa se |Oatecedente « vero eal tempo gesso il conseguente falso. La verit®
dedlOatecedente » Vp elafasit™ del conseguente F(Ap = q). Scrivo su unasola
linea

Vp, F(Ap = q).



Osservazioneen pasant L@sercitazionee anche per impraichirsi a usare le
parentesi, un u® che forse abbiamo dmenticato da tempi in cui calcolavamo le
espressioni algebriche sui banchi di scuola. Le parentesi segnano il passoOddla
dimodrazione Partiamo con dueparentes incassate |Ounaell @ltra. Sciogliamo
|Osternaal primo passo ed troviamo conlOmterna a secondo. Le parentesi
QpdanoOcome unacipolla ddlOsterno vaso |Onterno, rattando b parentesi interna
come unOuttii, non importa quanto Sa complessa dentro. L Oinportante « ched passo
successivo mi trovi davanti a ura cipolla un poO eno dratifi cata ddla precedente.

Al terzo passo <crivo le acquisizioni dd pass precedenti e svolgo le parentesi
rimanenti. Vp ¢ acquisito e lo trascrivo tale e qude. La volta scorsavi ho déto chein
guesta logicail vero e« acquisito pa sempre. Ktema es ad, dicevano gi antichi Greci.
lo palo diprincipio d monobnia della verit”.

Mi trovo ancoradi fronte alla falsifi cazione di unQnplicaziore. La tratto
esattamente come la precedente. || meccanicismo ¢ anche questo: reagire in modo
codantea gimoli ugudi. Il quarto passo congste ndlo <crivere larigadimodrativa
senza pie parentesi:

Vp, VAp, Fa.

[Durante latrascrizione commetto degli errori. Non bisognatemere gli errori. Il
metodo neccanico consente di correggeli quasi automaticamente. Questo « il
vantaggio d disporredi unagoritmo dicalcolo. La formalizzazione ddlalogca ha
ricevuto ura spinta essenziale dall@sigenza di dimodtrare |@ssenza di errori nella
prética matematica) .

Nellatrascrizionecongservo la verit™ di p eaffronto la verit™ ddla negazionedi p.
Cone latratto? Comre dice la tabella dlGicrodo ddla primarigacon la prima
colonna Dai tempi di Aristotele S sachelaverit™ ddlanegaziones lafalsit”
ddlO#ermaziore. In condusionescrivo:

Vp, Fp, Fa.

La dimograziore finisce qui. S chiudeil progesso dimodrativo. Chiuso ¢ il termine
tecnico pe designare un ramo delOtbero dimosrativo dovecompare una
contraddizione Ho otenuto, infatti, la verit™ elafalsit™ della sessa variabile
proposzionde sullagessariga Ci~ « in contraddizioneconil principio di bivalenza,
secondo wi unavariabile proposzionale pu™ assumere uno ®Io de (due) vdori di
verit”. Il risultato » IQmpossibilit™ di falsificare ex falso quodibet. In termini che
ricorreranno anche in fguito, dico che non esiste il contromodello chefalsifichi la
fbf. Lafbf che sopravvive al trattamento d falsificazionee unteorema. Il fatto 9
scrive dla Frege:

" p! (Ap=0).

ched legge: « unteoremail principio ex falso quodibet. La meccanicit”™ dd processo
con aui ho aquisitoil risultato non dovebbelasciar adito adubh. Sui rapporti tra
meccanicismo ecertezza torna™ nellOuimo sminario.

UnOulma osservazione, tuttavia. Nella dimostrazione appena conclusa interviene
in modo rievante la proposzione contraddittoria p, mentre g pu” essere veramente



qudunque Ci" significa che basta una specifica e ben determinata contraddizione B
basta unapunura di spillo Bpe far esplodere il sistema. Lalogca, cheusa di
continuo B non ontraddizionenelle dimostrazioni per assurdo, #mbramaneggare
unabonba Vedremo in sguito unaforma di indebdimento che resiste alla minaccia
dd disastro contraddittorio e non sr”, come immaginate, |Oncongio freudano, e
senza paemi oita la contraddizione

Consquentia mirabilis

Unavariante dd prindpio di dimodrazione per assurdo ¢ la cosidddta
conequentia mrabilis, che nei secoli ha godub di unafama non mmeritata ma forse
eccessiva. S tratta di unadimodrazione per assurdo aitoriferita. Infatti, utilizza una
sorta di autocontraddizionepea dimodrare ¢i” di cui pala. S scrive:

Ap=p! p

che con un poO detorica s legge se la negazione implica |@ffermaziore, dlora
|Otfermazione « vera. Il successo ddla formula fu dovub ala facilit™ con aui s
poteva dimogtrare unO#ermazionep patendo ddla suanegazione Esiste unaclasse
di affermazioni autoconfutanti che hanno certamente contribuito dla fama dd
prindpio. Unadelle pis discusse » non esiste la verit"Q Essa » chiaramente
autoconfutante. Infatti, se la frase tra virgdette » vera (notate il passaggio
metalinguistico), dlora« falso che non eista dmeno unaverit™, quindila verit”
esiste. (Argomento usato contro gli infeddi e gli scettici). Per dcunilogici, pe
esempio Hergiorgio Odifredd, sarebbe autoconfutante il proeesso dubtativo d
Catesio. Ogni affermazione pu” essere revocatain dubbo Bargomento caro agli
scettici. Ma questa affermaziones indubtabile perchZio gesso, revocando in dubbo
tutto (notteil passaggio metalingustico dallOaurciato dlOaurciazione), s pe certo
che so dubtando. Quindi non titte le affermazion sono dubiabili ed esiste almeno
unOffermazione indubtabile: il mio dubbo.

A proposto di Catesio annundo che nell@ltimo ssminaio pendea™ qualche
parola sul suo proesso dubtativo, per dane unaversionepie debde, quind pie
accettabile, di qudlariferibile alla consequentia mrabilis. Per farlo dovr™ aver prima
realizzato |dndebolimento ddlalogicaclassica. La sensatezza dd mio proggtto
dovuta dlacircoganzalogica che s 9 dimodraunates con grumenti deboli, g
guadagnaun livello di generait™ maggore. Infatti, se la dimosro con grumenti forti,
ottengo didimodrare lates in uncampo pie ri stretto, I' dowe tali srumenti
applicano enonaltrove. Questo argomento afavore ddlOndebolimento giudificail
mio interesse per esso. Mi interesso dlOndebolimento non slo pe arrivare a
unOgistemol ogia delldnhconio, maanche pe acquisire una metodologia di portata
euristica pie vasta rispeto dlaclassica, nd senso che, £ qudcosa vae in ambito non
classico, automaticamente vale in quéelo dassico.

Ho dedto prima chelaconsquentia mirabilis» unaforma forte di dimodrazione
per assurdo. Bseguito Indebolimento, nan varr™ pie. Varr™ invece unasuaforma
debole. Il prindpio che s0 seguendo né presentarvi le formule naevoli « di passare
in rassegnaqudle chevagono n logicaclassica ma non \elgono o \@gono n forma
modifi cata nelle logiche pie deboli. (Al plurde! Come d solito, essendo
unOopezione matematica, |IOndebdimento S pu” realizzare in pie modi). La
premessa « importante perchZfamiliarizza con tesi dassiche non aboli, chein una



ddle successive logiche indebdite serviranno pe definire opaatori epistemici. Ma
non aticipo troppo.

Come sempre, falsificando b consequentia nmirabilis, 9 ottiene
F(Ap=p! p).

Sono ancoradi fronte a falso di un@mplicazione quindi scrivo a memoria:
T(Ap =p), Fp.

Scusate, sono ituato ascrivere verit™ T, datrue, pachZho gpreso questa tecnicasu
testi ingesi. Mi correggo:

V(Ap = p), Fp.

Qui incontro pe la prima volta qualcosa di nuovo:la verit™ ddlOmplicazione
Come d trascrive? Congilto la tabella, nan come oracolo o come prescrizione
del@pse dixit, macome sedimento de sapere logico di millenni. (La collettivit®
matematica none unQOsirazione atemporde. S evolve nel tempo). Alldncrocio ddla
guatariga conla prima colonng trovoil caso in cui la dimodraziones spaccain due
tronooni o rami. Da quila necessit”, scrivendo, diusare le parentesi per distinguere i
duerami. User” | e paentes graffe pe distinguele ddle tonde, che ricorrono relle
fbf. Latabellami dice chela verit™ dell@mplicazione s trascrive porendo in un rano
lafalsit” ddlOatecedente e nell@ltro ramo la verit™ dd conseguente. In pratica, la
verit™ dell@mplicazione s comporta come la verit™ ddl@lternaiva. Anche nel caso
dellOkernativa la dimograziore arriva aun bivio es dividein dwe rami. La
differenza s che ora invece di porrerispettivamente nel duerami la verit™ dd primo e
de secondo ermine, s ponein un rano lafalsit™ del primo (entecedente) e ndIOHro
la verit™ dd secondo consguente). Il resto vatrascritto cos‘ com® e ripetuto,
ovviamente, in entrambi i rami.

{FAp, Fp},{Vp, Fp}.

Cosas vedeaquesto purto? Si vede che un ramo ddlOkbero Bqui quello d destra
D+ chiuso, come g dice tecnicamente, cios contiene uma contraddizione la verit™ ela
falsit™ della stessa affermazionep. Per il princdpio d bivalenza so chevalori di verit®
oppogi non posono mesistere ndla sessa variabile proposzionale. Perci™ dal“ la
dimosrazionenon pu” pk proseguire. Ho conduso la dimostrazione? No, pechZ
esiste ancora un rano che pu” crescere, non ontenendoancora contraddizioni. La
dimograzione per assurdo ¢ completa solo quandotutti i rami Bnon bata uno ®lo b
sono dius. Mi disinteresso, petanto, del ramo chiuso, che conddero @nortoQ eche
scriver” convenzionalmente con duegrdfe vuote.

{}

Non resta che dedicarmi all@ltro ramo ddla dimostrazione, che ho buoneagioni
per consderare ancora GpertoOo QivoQ perchZnon ortiene unapatente
contraddizione Qui trovo lafalsit™ ddlO#ermazione Fp. Latrascrivo tae e quale,
perchZnon « ulteriormente andizzabile. Il risultato



{Fp}. {}

 cheinlogica dassicail falso § conserva pa sempre esattamente come il vero. Seho
acquisito lafalsit” di p, scrivo ancoralafalsit™ di p. Ricordae questo purto, pechZla
monobnia del falso cadr” nd successivo indebolimento. Ma di vuole ancora un pod@i
pazienza. Nel ramo in questione cO+ancora unaformula analizzabile, ossia
trascrivibile con le regole di deduzione FAp. AllOncrocio ddla primarigae ddla
secondacolonma ddlatabdlaleggo de lafalsit™ di nonp S trascrive come verit™ di
p. deto fatto:

{Vp, Fp}, {}.

Oratutti i rami ddla dimosrazionesono dius, pechZanche nd secondo ho sovao
unacontraddizione. Ergo falsifico la falsificazioneiniziale e annowero la
conequentia mirabilistrai teoremi ddla logica classica

" Ap=p)! p

Cardano, medico-astrologo-matematico del Cinquesento, erainnamorato peso
ddlaformula, checredeva di aver scopeato. In realt” il procedimento deduttivo ddla
consquentia mirabilisera g™ no a Euclide, chelOuitizz™ per dimodrare un bé
teorema aritmetico: se il fattore p dividelapotenzaa”, alloradividegi~ labase a. La
dimostrazionedi Eudide, elementare norchZingegnos, combina il metodo pe
assurdo ®n unasorta di metodo ndLttivo a rovescio, che scende verso |Ouno razichZ
salire verso IGnfinito. Nel Settecento il gesuita Saccheri utilizz™ la consequentia
mirabilis pe tentare di dimodrareil podulato ddle parallele. Saccheri fall“, mail suo
fallimento fu fecondo. Lh scolo dopo forirono ke geometrie noneudidee.

Le doppke negazoni

Tutti abbiamo nelle orecchie, dall’apprendimento della grammatica prima che della
matematica, il ritornello che due negazioni affermano: negare una negazione significa
affermare. “Non ¢ possibile che non” vuole addirittura dire che “¢ necessario”. “Non
esiste uno che non goda di una certa proprieta” vuol dire che “tutti godono di quella
proprieta”. Vediamo se questi discorsi sono “logicamente” attendibili. Per introdurre
al discorso dell’indebolimento distinguo due casi: la doppia negazione debole e la
forte. La prima introduce la doppia negazione, spostandola sul conseguente
dell’implicazione, la seconda la elimina, spostandola sull’antecedente. “Introduzione”
e “eliminazione”sono due concetti sintattici importanti, mediante 1 quali si puo
ricostruire tutto il calcolo sintattico. Il calcolo “naturale” di Gentzen si basa proprio su
questa possibilita: definisce regole per introdurre gli operatori logici e regole per
eliminarli. Segnalo la possibilita, senza tuttavia svilupparla, come uno dei tanti modi
di fare logica. Come avete visto, nell’approccio sintattico si scrive molto. Se non
disponessimo di regole per introdurre e per cancellare simboli (anche cancellare ¢
scrivere, secondo Derrida) non realizzeremmo nessuna sintassi. Quindi dal punto di
vista sintattico I’introduzione e 1’eliminazione di operatori sono momenti importanti.

La doppia negazione debole ¢ la legge che permette di introdurre la doppia
negazione:



da leggere: se p ¢ vera, allora non ¢ vera non p. Segnalo la legge perché in qualche
modo da I’idea di non contraddizione o coerenza del sistema. Se, per ogni p vero
posso affermare non non p, vuol dire che non p ¢ falso; quindi p € vero e non
contraddice p.

Procedo speditamente nella dimostrazione:

Fip! AAp);
Vp, FAAp;
Vp, VAp;
Vp, Fp,

quindi:

In sintesi la dimostrazione procede sui binari consueti, applicando le regole
dall’esterno della formula verso I’interno:

FAAAp! p);

VAAp, Fp;

FAp, Fp;

Vp, Fp,
quindi

" AAp! p.

Data la verita dell’implicazione nei due sensi, le due tesi (debole e forte) si unificano.
Si semplifica la notazione con il bicondizionale, che riassume tutto il lavoro
dimostrativo:

" AAp# p.

Segnalo infine le versioni quantificate della legge di doppia negazione, che
stabiliscono I’intercambiabilita dei quantificatori, che si possono definire 1’uno in
rapporto all’altro. Tutto succede come se in logica classica bastasse un solo
quantificatore. Presento la versione debole della doppia negazione quantificata,
ancora una volta per confermare le mie preferenze deboliste:

" $xpix)! A%.Ap(),

che si legge: se tutti gli x sono p, allora non esiste un x che non sia p. La
dimostrazione si fa in sei righe e con zero fantasia:



F($xpk) ! A%.Ap(x));

V$ x.p(x), FA%.Ap(x);

V$ x.p(x), Vo Ap(x);

V$ x.p(x), VAp(a) (a nuovo);
Vp(a), VAp(a);

Vp(a), Fp(a).

Analogamente si dimostra:
" %.p(x)! A$xAp(x).
Le leggi di de Morgan

Vi presento le leggi di de Morgan per introdurre un discorso che si chiarira man
mano. Anche in questo caso si tratta di un bicondizionale che con I’'indebolimento
diventera un condizionale semplice.

p&q# AAp' Ag);
p' q# A(Ap &Ag).

Le formule sono simmetriche — il termine tecnico ¢ duali — 1’'una dell’altra e
restituiscono 1’intercambiabilita tra congiunzione e alternativa grazie alla doppia
negazione. Il punto da ritenere ¢ che in logica classica si puo definire un operatore
attraverso 1’altro, come in precedenza ho definito un quantificatore attraverso 1’altro.
Cio significa che gli operatori messi in campo sono troppi per le esigenze della logica
classica. In effetti, come gia visto per 1 quantificatori, ¢ possibile ridurne il numero.
Lo vedremo ancora in semantica. Dei tre connettivi binari ne basta uno, purché si
conservi la negazione, per esprimere gli altri in funzione di quello. Le leggi di De
Morgan affermano che si puo definire la congiunzione attraverso 1’alternativa e
viceversa. Si dice che i due connettivi sono interdefinibili, come per esempio i
quantificatori. (Esistono analogie tra operatore esistenziale e alternativa e operatore
universale e congiunzione).

Digressione. La possibilita di ridurre 1 quattro connettivi a due soli ha conseguenze
economiche. Sapete che i chips dei computer sono formati da circuiti booleani. Essi
implementano i valori di verita attraverso porte aperte e porte chiuse. Se si riesce a
esprimere tutte le funzioni logiche attraverso due soli operatori: per esempio il non e
’et (a loro volta assemblabili nel solo operatore nand) si realizza un grosso risparmio
nel processo produttivo. Che a sua volta si semplifica e si meccanizza piu facilmente.
Il capitalismo ringrazia de Morgan.

Per esercizio dimostro la prima legge di de Morgan in forma debole. I primi due
passi sono i soliti: falsificazione della formula da dimostrare

Fp&q)! AAp' Ag)),

e trascrizione della falsita dell’implicazione, tenendo presente che questa volta
I’antecedente e il conseguente sono formule complesse racchiuse tra parentesi:

V(p &q), FAAp' Ag);



A questo punto posso, anzi devo, scegliere: o sviluppo la prima parentesi per prima
o la seconda. Devo, infatti, trattare le due sottodimostrazioni separatamente nei due
casi. Percio devo trattarli separatamente senza trascurare nessuno dei due. Come
vedete, nonostante il suo determinismo, la matematica si puo fare in molti modi. Una
scelta puo essere pitu conveniente dell’altra. Sottolineo il fatto perché circola il luogo
comune che la verita matematica &€ “matematica”, cio€ unica e tassativa. Con il
corollario che la matematica, come la scienza in generale, essendo oggettiva, elimina
il soggetto. Lo “fuorclude”, come dicono i lacaniani. Non ¢ vero. Il soggetto agisce
all’interno delle dimostrazioni operando scelte pit 0 meno convenienti. Come direbbe
Lacan, il soggetto matematico ¢ agente, cio¢ piu simile al soggetto isterico che
all’ossessivo, anche se ama agghindarsi con bardature ossessive.

Opto per lo sviluppo della prima parentesi, lasciando la seconda al passo
successivo. Si tratta della verita dell’alternativa, quindi, come ho gia fatto osservare,
devo spezzare la dimostrazione in due tronconi, uno per ciascuno dei due componenti
dell’alternativa:

{Vp,FA(Ap' Ag)},{Vq,FAAp' Ag)}.

Affronto ora la seconda parentesi, che ora si presenta due volte: una volta in
ciascun ramo. Procedo falsificando la negazione e trascrivendo il risultato ottenuto al
passo precedente. Opero prima nel primo ramo:

{Vp,V(Ap"' Ag)}.{Vq,FAAp' Ag)}
e poi nel secondo:
{Vp.VAp" Ag}.{Vq.V(Ap"' Ag)}

Come vedete si procede molto lentamente. C’¢ tutto il tempo di addormentarsi tra un
passaggio e I’altro. Si procede esattamente come farebbe un computer: step by step,
trattando una parentesi graffa alla volta. Nella lentezza sta la certezza del risultato.
D’altra parte, capite bene che, se si costruiscono dei computer sulla base di queste
formule, bisogna essere sicuri della loro correttezza. Non possono essere solo
approssimativamente o statisticamente vere. Il computer sbaglia gia per conto suo per
questioni termodinamiche. L’inevitabile aumento di entropia durante I’esecuzione dei
calcoli, dovuto al rumore di fondo o termico, puo trasformare casualmente 1’uno di un
bit in uno zero. Pertanto il computer deve potersi correggere automaticamente
seguendo algoritmi certi e implementazioni affidabili. Altrimenti il costruttore di
computer non puo vendere le sue business machines. La logica serve all’informatica
non solo pratica ma anche teorica. Quest’ultima ha aspetti autenticamente scientifici e
non si limita e ad applicare un po’ di matematica ai processi produttivi, come la
computer science non si riduce all’ingegneria dei transistor e alla nanotecnologia.
Basti pensare alla teoria dei computer quantistici prossimi venturi, che sostituiranno
gli attuali supercomputer e rivoluzioneranno la vita dei miei nipoti, realizzando la
prima materia pensante diversa dall’uomo.

L’ultimo passo per sciogliere la parentesi consiste nel trattare la verita della
congiunzione. Cio non pone molti problemi: si tratta della verita di entrambi i
congiunti:



{Vp,VAp,VAg},{Vq,VAp"' Ag};
{Vp,VAp,VAq},{Vq,VAp,VAq)}.

Anche in questo caso ho liberta di scelta. Scelgo di trascrivere la verita della
negazione di p nella prima parentesi e successivamente la verita della negazione di g
nella seconda. Ottengo cosi di chiudere successivamente entrambi i rami della
dimostrazione. Rappresento la chiusura del ramo dimostrativo con lo svuotamento
della parentesi graffa corrispondente:

{Vp, Fp,VAg},{Vq,VAp,VAg)};
{}.{Vq,VAp, Fg)};
{+.{}

Il laborioso ma non difficile compito dimostrativo — tanto facile che puo essere
affidato a una macchina non particolarmente intelligente — finisce qui. La prima
formula di de Morgan ¢ cosi finalmente dimostrata. Consolido il guadagno
dimostrativo, il Beweisgewinn dei tedeschi, giustapponendo il simbolo di Frege

I" p&q! AAp' Ag).

La seconda legge di de Morgan si dimostra analogamente. Lascio per esercizio la
dimostrazione delle implicazioni inverse “forti”.

La legge di contrapposizione

Terminero gli esercizi sintattici con le contrapositive. Sicuramente prima d’ora non
avete mai sentito parlare di contrapositive. “Contrapposizione” ¢ il termine della
logica scolastica per indicare la conversione di un giudizio affermativo nel
corrispondente negativo o viceversa. Modernamente si intende per contrapositiva
dell’implicazione p! glafbf Ag! Ap.La legge forte delle contrapositive stabilisce
I’equivalenza tra I’implicazione e la sua contrapositiva. Sto dicendo con altre parole
quel che sapete gia. Contrapposizione ¢ I’altro nome di assurdo. Per dimostrare se p
allora g, procedo per assurdo. Suppongo non g e derivo come conseguenza non p, la
quale confligge con I’ipotesi di partenza p. La contraddizione dimostra che da p non si
deduce non g ma g, come volevasi dimostrare. Userd questo schema dimostrativo
quando, alla fine del discorso di logica classica, arrivero al teorema di completezza.

Il riferimento alla dimostrazione per assurdo dice I’'importanza della legge delle
contrapositive. Insieme alla legge del modus ponens (a sua volta una forma di
transitivita), essa ¢ (quasi) sufficiente a costruire un sistema di logica. Per mostrarvi
I’interazione tra le due leggi vi daro un esempio di modo di dimostrare una legge
logica — la legge di tripla negazione di Brouwer — un po’ diverso da quello finora
adottato. Prima, ovviamente, devo dimostrare la legge delle contrapositive.
Dimostrero quella debole:

@®! 9! (Aq! Ap),

lasciando per esercizio 'inversa forte, cioe quella con la freccia tra le parentesi
orientata in senso opposto. (Le frecce entro parentesi rimangono tali e quali). Per
familiarizzarvi con la sua formulazione daro il solito esempio: “Se piove (p), allora
c’¢ bagnato (g), implica che, se per terra non c’¢ bagnato (non g), allora almeno non



ha piovuto (non p)”. Altri eventi non sono successi che avrebbero potuto lasciare
bagnato per terra, ma quel che in base alla prima implicazione posso dire ¢ che
almeno non ha piovuto.

Inizio falsificando I’intera fbf — in principio erat falsum o proton pseudos, secondo
Aristotele:

F(e! 9! (Agq! Ap)).

Tutto procede come prima riguardo alla falsita dell’implicazione. Vale sempre la
verita dell’antecedente e la falsita del conseguente.

Vip! ¢q),F(Aq! Ap).

Ancora una volta mi trovo con un grado di liberta da spendere. Che strada prendo?
Svolgo la prima parentesi o la seconda? Apparentemente — per quanto ne sappiamo
ora — ¢ indifferente. Tiro una monetina e scelgo di svolgere la prima parentesi. Mi
tocca spaccare la dimostrazione in due rami, come prescrive 1’incrocio della quarta
riga con la prima colonna della tavola delle regole. Preparo i posti:

{}.{}.

In un ramo pongo la falsita dell’antecedente, insieme alla formula gia ottenuta al
passo precedente:

{Fp.F(Aq! Ap)}.{}:

nell’altro ramo pongo la verita del conseguente, copiando la formula gia acquisita:
{Fp.F(Aq! Ap)}.{Vq.FAq! Ap)}.

Procedo trascrivendo ancora la falsita dell’implicazione, prima in un ramo,
{Fp,VAq, FAp},{Vq,FAq! Ap)},

poi nell’altro:
{Fp, VAg, FAp)},{Vq, VAq, FAp}.

Ricordate questo passaggio quando arriveremo all’indebolimento. La monetina non
mi ha fatto fare una buona scelta. Poi capirete che le due mosse non erano equivalenti
e la scelta non era indifferente. Per ora non ci sono conseguenze gravi della scelta
casuale.

Ho due rami. Possibilmente devo chiuderli entrambi. A tal fine in uno trasformo la
falsita della negazione in verita dell’affermazione e ottengo una contraddizione su p:

{Fp,VAq, Vp)},{Vq, VAq, FAp},

nell’altro la verita della negazione in falsita dell’affermazione e ottengo una
contraddizione su g:



{}.{Vq. Fq, FAp},

concludendo la dimostrazione con la tesita della formula:
" @! 9! (Agq! Ap).
La legge di Brouwer o della triplice assurdita

Sono ora pronto a mostrarvi quanto la legge delle contrapositive sia potente nel
dimostrare teoremi. Un esempio, gia annunciato, lo mostrero alla fine di questo
seminario, quando affronterd il teorema di completezza. E stata una mia scelta di non
adottare il modo fregeano di fare sintassi — quello con assiomi e regole. Frege utilizza
come assioma la legge delle contrapositive. Vi dard un assaggio del modo di
procedere di Frege in un caso, nella dimostrazione della legge di Brouwer di tripla
negazione:

AAAp! Ap.

La quale mi da anche 1’occasione per anticipare il discorso sulla negazione
nell’indebolimento della logica classica. Brouwer, che pure realizza I’indebolimento,
ha una concezione forte della negazione. Per lui la negazione significa ridurre
all’assurdo. Allora la legge della triplice negazione si legge cosi: € semplicemente
assurdo — una volta sola — affermare che 1’assurdo dell’assurdo sia assurdo — tre volte.
Come interpretare 1’assurdo? Per i logici I’assurdo € vicino alla necessita che negare
sia una necessita. Per Freud, che nella Traumdeutung sviluppa una logica dialogica —
purtroppo ho dimenticato di illustrare questo ennesimo modo, molto piu divertente
degli altri, di fare logica: si puo presentare tutta la sintassi come gioco a due, dove uno
tenta di dimostrare un teorema e I’altro di confutarlo — Freud, dicevo, interpreta
I’assurdo, per lo meno quando compare nei sogni, come modo per mettere 1’altro alla
berlina. Ma poi — vorrei sapere davvero — che differenza c’¢ tra il modo freudiano
faceto di interpretare 1’assurdo e il modo serio della dimostrazione per assurdo da noi
tante volte usato?

Questa volta il punto di partenza della dimostrazione, invece della solita
falsificazione, ¢ un teorema gia dimostrato. In mancanza di teoremi gia dimostrati il
metodo sintattico di Frege utilizza un assioma. Infatti, gli assiomi sono teoremi a tutti
gli effetti, in quanto dimostrati a priori. (Il significato etimologico di assioma ¢
degnita, cioe verita degna di essere posta in cima a ogni dimostrazione in quanto
autoevidente). Da debolista parto dalla legge debole di doppia negazione:

Contrappongo la doppia negazione debole. Ottengo:

I" (! AAp)! (AAAp! Ap).
Applico il modus ponens alle due righe dimostrative. L’implicazione € un teorema,
I’antecedente dell’implicazione ¢ un teorema, quindi anche il conseguente ¢ un

teorema. Concludo:

" AAAp! Ap.



Partendo dalla legge forte di doppia negazione potrei dimostrare allo stesso modo
I’implicazione inversa della legge di Brouwer e, infine, la sostanziale equivalenza tra
negazione semplice e tripla. Abbastanza curiosamente I’equivalenza vale anche in
logica debole, dove tuttavia non vale la legge forte di doppia negazione. Per
convincersene basta dimostrare:

" Ap! AAAp,
al solito modo, ma con certe precauzioni di cui diro al prossimo seminario.
La riduzione classica

Ho gia detto che in logica classica i tre connettivi binari, vel, et, seq, si possono
ridurre a uno, purché si conservi la negazione. Le leggi di de Morgan assicurano la
riducibilita — tramite la negazione — del vel all’et e viceversa. Ma I’implicazione,
come si riduce a uno degli altri due connettivi? Per fortuna non devo pensarci io. Ci
ha gia pensato Filone di Megara duemila e duecento anni fa. Filone era uno stoico
della scuola di Crisippo. Il fatto non ¢ generalmente noto perché la logica stoica fu
sopravanzata, soprattutto a causa della predominanza del pensiero teologico
medievale, dalla logica aristotelica. Ma gli Stoici svilupparono una parte notevole
della logica, soprattutto in versione proposizionale (cio¢ senza analisi dei predicati).
La logica era per gli Stoici, infatti, una delle tre discipline di base, insieme alla fisica e
all’etica. Se dovessi dire quale delle correnti di pensiero classico si avvicina di piu al
pensiero scientifico moderno (cartesiano) non avrei dubbi nello scegliere lo stoicismo,
naturalmente piu per le posizioni di partenza materialistiche che per quelle di arrivo.

La concezione dell’implicazione materiale, cio¢ dell’implicazione piu debole che
ci sia, risale appunto a Filone e fu rimessa in auge da Frege nella sua Ideografia. Sulla
verita di tale forma di implicazione tornero a parlare ampiamente tra poco in
semantica. Per ora annuncio che la legge debole di Filone si scrive:

" Ap&qg)! (! g,

che si legge: se non p o q, allora p implica q, mentre quella forte, che stabilisce
I’equivalenza tra le due formule tra parentesi e, quindi la riducibilita classica
dell’implicazione all’alternativa, si scrive cambiando il verso dell’implicazione..

Italo Carta. Puoi dare una versione semantica della legge di Filone?

Certo. Ne parlero subito a proposito di semantica e di tavole di verita. Il contenuto
epistemico del condizionale filoniano ¢ chiarito da Kolmogorov. “Il significato di A
I B si esaurisce nel fatto che, una volta convinti della verita di A, dobbiamo accettare
anche la verita di B. Oppure, nell’interpretazione formalista: se viene registrata una
formula A, dobbiamo registrare anche la formula B. Cosi la relazione di implicazione
tra due enunciati non stabilisce alcuna connessione tra i loro contenuti.”(A.N.
Kolmogorov, O principe tertium non datur ,“Matematiceskij sbornik XXXII, pp. 646-
667, trad. V.M. Abrusci in Dalla logica alla metalogica, a cura di E. Casari,
Sansoni, Firenze, 1979, pp. 167-194). Riprendendo 1’esempio della pioggia, dico che
la legge di Filone porta ad ammettere ragionevolmente che, se vale uno dei due casi:
0 non piove o é bagnato, allora la pioggia implica che ci sia bagnato.



La giustificazione intuitiva della legge di Filone sta in una variante del modus
ponens. Il modus ponens, che a sua volta fonda tutta la logica transitiva, quella che
scarica la verita dalle premesse alle conclusioni, suppone che, se vale p e se p implica
g, allora posso dedurre g dalla premessa p. Il modus ponens filoniano suppone che se
vale p delle due I’una: o non p o g, allora dalla premessa p posso dedurre g. Il
ragionamento, forse, ¢ pit familiare nella forma: o p 0 ¢, ma non p, allora q.

Il punto da non perdere di vista ¢ che grazie alla formula di Filone si puo ridurre
I’implicazione all’alternativa. Pertanto in logica classica (e percio nei computer
moderni), riducendo I’alternativa alla congiunzione tramite le leggi di de Morgan, si
puo

ESERC1ZIO 1. Esprimere 1’implicazione in termini di congiunzione e negazione. (Si
raccomanda I’esercizio perché aiuta a comprendere il significato della formula di
Filone).

E vengo al significato estensionale. Il significato insiemistico dell’implicazione ¢
I’inclusione. Disegno il diagramma di Venn, dove I’insieme p ¢ incluso nell’insieme

q:

rappresento la negazione come frecce che partono dalla frontiera ed escono
dall’insieme. non p sara rappresentato dalle frecce del disegno:



rappresento 1’affermazione come frecce che partono dalla frontiera ed entrano
nell’insieme. g sara rappresentato dalle frecce del disegno:

Il risultato globale ¢ che ogni area comunque piccola del piano del disegno ¢ ora
attraversata dal prolungamento di almeno una freccia orientata in un senso o nel senso
opposto.



Se invece di frecce avessi usato un colore, avrei riempito di colore il piano del
disegno. Il riempimento rappresenta graficamente la validita universale della formula
di Filone. In termini semantici dico che la formula di Filone ¢ una tautologia, cio¢ ¢
sempre vera. Lo vedremo meglio una volta acquisito 1’uso delle tavole di verita.
Allora vedremo che la definizione filoniana di implicazione ¢ la piu debole che rende
vero il modus ponens. Siccome il modus ponens ha una sua evidenza intuitiva,
dovrebbe risultare intuitivamente giustificata anche la concezione filoniana
dell’implicazione.

Oggi posso dire che Filone ebbe il merito di intuire la verita della casella
all’incrocio della terza riga e della prima colonna della nostra tabella sintattica,
consorte della piu gettonata casella situata all’incrocio della quarta riga e della
seconda colonna. Infatti, gia prima di Filone era chiaro che dal vero fosse impossibile
dedurre il falso. Era chiaro, cio¢, che I’implicazione dovesse essere falsa in un solo
caso: se I’antecedente era vero e il conseguente falso, come riportato in tabella. Ma la
tabella era bucata in corrispondenza della verita dell’implicazione. Non si aveva
un’idea precisa di cosa dovesse fare da pendant alla verita. Filone intui che il
complemento del falso non fosse una sola possibilita ma un insieme di diverse
possibilita, riassumibili nell’alternativa o I’antecedente non vale o il conseguente vale.
Il secondo termine dell’alternativa ¢ intuitivo, mentre il primo ¢ piu riposto. Nella
nostra scrittura 1’alternativa e rappresentata dal raddoppiamento delle parentesi, che
indicano la biforcazione della dimostrazione, mentre la validita e la non validita sono
rappresentate rispettivamente dalle marche F e V. La cosa ¢ rappresentata in linea
dalla legge di Filone sopra presentata. La cui dimostrazione alla Beth lascio all’

ESERCIZIO 2.

Contro la riduzione forte



Spero che nel discorso appena fatto troviate qualcosa che non vi convince. E vero
che vi ho detto che il matematico cerca la semplificazione, ma semplificare troppo fa
perdere dettagli preziosi. In questo caso, il ridurre tutto il discorso sintattico alle sole
congiunzione e negazione fa perdere la possibilita di analizzare ulteriormente
I’implicazione.

Verificatelo. Ridurre tutto a negazione e congiunzione porta a esprimere la legge
del terzo escluso p vel non p come legge di... non contraddizione: non(p et non p).
Basta applicare le leggi di de Morgan e la legge forte di doppia negazione e il gioco di
dimostrare I’equivalenza ¢ fatto. Il vero motivo per cui molto tardi, praticamente solo
nel secolo scorso, si arrivo a sospendere la legge del terzo escluso, come legge logica
fondamentale, ¢ proprio il fatto che, in contesto classico, terzo escluso e non
contraddizione sono principi equivalenti, esprimibili I’uno mediante 1’altro. Pertanto,
poteva sembrare che il sospendere il principio del terzo escluso portasse a sospendere
il principio di non contraddizione, con il conseguente collasso del sistema logico (per
la legge ex falso quodlibet). Fu Brouwer a intuire la possibilita di scollare il terzo
escluso dalla non contraddizione. In un certo senso, sospendendo il terzo escluso,
Brouwer difese i diritti di ogni connettivo a non essere schiacciato sull’altro. Infatti, in
logica debole non valgono le leggi forti di de Morgan e di Filone, che consentono la
riduzione di un connettivo all’altro.

Nella tabella di deduzione che vi ho dato la volta precedente ho trascritto ben
dodici regole. Potevo darne solo la meta, quattro per la negazione e la congiunzione e
due per i quantificatori, ma mi sono inibito dal semplificare troppo. Nel prossimo
indebolimento avro bisogno di tutte e dodici le regole, naturalmente con una rettifica
— I’introduzione di un deponente — che codifichi il passaggio dal binarismo forte a
quello debole.

Certezza e verita

Dr’altra parte, ¢ vero che ho fatto 1’elogio del meccanicismo, in nome della
sicurezza deduttiva. Da cartesiano sono fautore del meccanicismo delle cause
efficienti — meglio per contatto che a distanza — e sono contrario a ogni finalismo, che
ritengo estraneo alla scienza e pertinente unicamente alla magia. Da freudiano, inoltre,
sostengo il meccanicismo anche nella psiche. La coazione a ripetere ¢ il vero motore
dell’inconscio, come lo stesso Freud arrivo a scoprire molto tardi, dopo aver esaurito
le versioni ermeneutiche della sua metapsicologica, finalizzate alla soddisfazione del
principio di piacere. Ma occorre un granellino di sale. Bisogna sapere bene prima a
quale meccanismo il meccanicismo si applica. Tanti difetti imputati dall’idealismo
filosofico al meccanicismo positivista erano in realta fuori bersaglio. In realta
andavano imputati alla poverta dei (supposti) meccanismi cui il meccanicismo si
applicava, non al meccanicismo in sé. Il meccanicismo non va applicato in modo
meccanico. Ad esempio, il meccanicismo deduttivo — sempre benvenuto — applicato al
meccanismo della logica classica e fatto funzionare alla cieca, porta a dimostrare tesi
problematiche come la seguente:

" ! 9&@! p),

che si legge: date comunque due proposizioni p e g, o p implica q o q implica p.
Assurdo? E vero che la tesi si dimostra come tutte le altre tesi classiche, ma & anche
vero che la fallacia ¢ un artefatto del binarismo forte della logica classica. Il difetto,
quindi, non ¢ del meccanicismo ma del meccanismo. Per coglierne il non senso basta,



infatti, interpretare la tesi logica in ambito probabilistico — come ¢ sempre possibile,
essendo la logica quella parte del calcolo delle probabilita che assegna alle tesi il
valore di probabilita pari a 1. Se, nel lancio di una moneta, si interpretano
rispettivamente p come esce testa € g come esce croce, allora ¢ chiaro 1’inghippo. In
nome della logica stoico-aristotelica-booleana si sarebbe portati a dire che o dopo
testa esce croce o dopo croce esce testa. Ovviamente nessun bookmaker potrebbe
vendere la scommessa a piu di uno contro due, una ragione di scommessa un po’
inconsueta per un evento certo, come dovrebbe essere un teorema. Il controesempio,
tuttavia, non falsifica il meccanicismo ma il meccanismo troppo rigido della logica
classica. La quale va “stretta” al calcolo delle probabilita, una delle conquiste
acquisite per sempre del pensiero scientifico moderno, un vertice del pensiero
matematico alla pari del calcolo infinitesimale. La logica stoica-aristotelica fa fatica a
star dietro alle acquisizioni scientifiche. Arrivata alla probabilita, balbetta, quando
non dice sciocchezze.

Al di 1a dell’esempio banale, il punto da cogliere ¢ profondo. Riguarda la divisione
tipicamente moderna, risalente a Cartesio e inaugurale del discorso scientifico, tra
certezza e verita. Cartesio scrisse, ma lascio incompiuta, una Ricerca della verita
mediante il lume naturale. Costituisce la pars destruens del suo discorso sul metodo.
La verita, se esiste, non sta nel libro, neppure in quello sacro. Ecco I’incipit della
Ricerca cartesiana: “L.’uomo onesto non ha 1’obbligo di aver letto tutti i libri”. Una
nuova etica si annuncia, che non ¢ piu deontologica. Cartesio segna la fine della
scolastica medievale e pone le basi del futuro freudismo di tre secoli successivo. Il
processo di acquisizione della verita del soggetto, tipicamente il processo
psicanalitico, non avviene sui libri né si fa per scritto.

Abbastanza stranamente la pars construens del metodo cartesiano devia dalla
ricerca della verita e piega verso la ricerca della certezza. Cartesio lascia la verita
nelle mani del suo dio non ingannatore — la verita, sembra dire nelle sue Meditazioni
metafisiche, non ¢ una faccenda del soggetto della scienza — e si dedica a cid che era
nello spirito del tempo: la ricerca della certezza scientifica. Cartesio non diede
contributi diretti al calcolo delle probabilita. Questi furono merito inizialmente di
Galilei, che risolse un problema probabilistico di lancio di dadi attraverso il computo
esaustivo di tutti 1 possibili risultati, e successivamente di Pascal e Fermat, che
risolsero il problema della divisione della posta in un gioco d’azzardo potenzialmente
infinito. Non posso tracciare qui neppure uno schizzo di storia del concetto di
probabilita. Ricordo solo che da sempre I’'uomo ha trattato eventi incerti, solo
probabili, valutandone qualitativamente la frequenza attesa e la convenienza a
rischiare denaro su di essi. Sotto la croce la soldataglia romana si gioco a dadi la
tunica di Cristo — dettaglio interessante — come procedura di divisione simbolica
equivalente alla spartizione reale. (Alla tunica sorteggiata non viene sfilato un filo). Si
¢ sempre usata la probabilita — la parola stessa significa che si fa la prova empirica del
risultato — ma prima del discorso scientifico non si ¢ mai fatta la teoria di un oggetto
tanto comune come un cubetto di legno che rotola sul tavolo. Trovo singolare che la
teoria di questo sapere nel reale, incarnato nel dado, si sia fatta solo in epoca
scientifica. Certo, bisognava prima bruciare un bel po’ di libri, soprattutto quelli di
teologia e di logica classica, per far posto nella biblioteca del sapere moderno
all’innovazione epistemica del calcolo delle probabilita. Ancora recentemente, contro
la meccanica quantistica che fa giocare in modo essenziale la nozione di probabilita,
Einstein protestava che dio non gioca a dadi. Segno che Cartesio non brucio tutti i
libri teologici. A partire dal prossimo seminario, 1’indebolimento binario completa
I’opera cartesiana, cauterizzando quella parte di logica che porta a formule bizzarre



come (p! ¢q)&(g! p).Certo, non butto via il bambino insieme all’acqua sporca.
Non butto a mare la logica classica, ma la sua corazza fortemente binaria si, se ¢ vero
che porta a controsensi. In termini hegeliani potrei dire che conservo la logica
classica, non proprio negandola, ma indebolendola.

Un consistente metateorema

Per parlare di logica bisogna porsi su un piano piu alto, che tecnicamente si chiama
metalogica, da cui si osserva la logica come oggetto. Per parlare di teoremi bisogna
formulare — e dimostrare metateoremi. Tuttavia, la distanza tra matematica e
metamatematica, come tra linguaggio e metalinguaggio, € cosi piccola che si passa
facilmente da un piano all’altro senza accorgersene. Oggi fare matematica, dimostrare
informalmente teoremi di matematica significa fare metamatematica in una metateoria
della teoria mai ben precisata del tutto. La chiarezza e distinzione cartesiane vanno
bene come metacriteri teorici, mai del tutto realizzabili. Distinguere il piano logico dal
metalogico ¢ chiaro in teoria ma meno in pratica. Sintassi e semantica sono modi
metalogici di fare logica, che diventano logici nella pratica. Se... allora si trasmuta
nel segno di implicazione ! . La comunicazione tra logica e metalogica diventa
ancora piu facilmente pervia nei sistemi dotati di alta potenza espressiva, come
I’aritmetica. Proprio la possibilita di tradurre proprieta dell’aritmetica all’interno
dell’aritmetica — in un certo modo facendo si che I’aritmetica parli di se stessa
metalinguisticamente — ha consentito a Gédel di dimostrare il teorema di
incompletezza dell’aritmetica.

Poco fa, dimostrando I’ex falso quodlibet, siamo passati accanto a un metateorema
senza neppure accorgercene. Abbiamo visto che, se nel sistema emerge una
contraddizione, cio¢ se si pud dimostrare una proposizione e la sua negazione, il
sistema va in tilt. Lo dico in termini psichiatrici: se a un particolare messaggio p, si
associa il doppio messaggio non p, il sistema diventa schizofrenico. Si dissocia, non
distingue piu teoremi da non teoremi, ma dimostra tutto e il contrario di tutto. Ogni
fbf ¢ un teorema. Diremmo che il sistema soffre di delirio di onnipotenza. Capite
come Bleuler abbia potuto fondare il quadro clinico della dissociazione schizofrenica
sull’ambivalenza affettiva. Viceversa, se il sistema dimostra tutto, tra i suoi teoremi
comparira anche almeno una contraddizione del tipo p et non p. Vedete, allora, la
doppia mandata: all’andata dalla contraddizione al tutto e, al ritorno, dal tutto alla
contraddizione. Questo metateorema, che pone in equivalenza inconsistenza e totalita
di formule dimostrate, permette di definire la consistenza assoluta di un sistema
logico in funzione del funzionamento globale del sistema. Il metateorema osserva il
sistema logico dall’alto e afferma: se la classe dei teoremi coincide con la classe delle
fbf, allora il sistema ¢ contraddittorio. Riprendendo la figura dell’inclusione posso
rappresentare la situazione fisiologica di un sistema logico cosi: tutti i teoremi sono
fbf, ma non tutte le fbf sono teoremi.
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In conclusione, afferma il metateorema: un sistema logico é assolutamente
consistente se e solo se non dimostra tutte le fbf. Affinché un sistema logico non sia
contraddittorio occorre che esista uno scarto tra capacita espressiva e capacita
dimostrativa. Non tutto cid che puo essere espresso puo essere dimostrato. In un certo
senso il metateorema ¢ banale. Forse non valeva la pena ricordarlo. Ma a me serve in
questo contesto da differenza nella procedura dimostrativa. Il teorema ex falso
quodlibet si dimostra in modo meccanico con una delle tante procedure formalizzate
disponibili, da Frege in poi. Il metateorema ex falso quodlibet si dimostra in modo
informale, utilizzando il precedente e altre considerazioni intuitivamente valide, ma
non del tutto meccanizzate. Con i metateoremi la liberta dimostrativa riprende 1 propri
diritti apparentemente conculcati dalla formalizzazione della sintassi.

Da qui si diparte una serie di ricerche metalogiche sulle classi massimali di
proposizioni, cio¢ classi consistenti ma tali che, se si aggiunge a esse una fbf che non
sia un assioma, diventano inconsistenti. Il sistema proposizionale classico ¢
massimale. Le classi massimali servono a dimostrare la completezza della logica.
Tornero sull’argomento quando mi affaccero al problema dell’incompletezza
dell’aritmetica. L. aritmetica ¢ incompleta perché non dimostra almeno una
proposizione. L’aritmetica, in particolare, ¢ assolutamente consistente, perché non
puo dimostrare la propria consistenza. La metatesi purtroppo non dimostra la
consistenza assoluta dell’aritmetica perché a sua volta si dimostra — forse questo vi
fara arrabbiare — supponendo la consistenza dell’aritmetica.

Forse ho insistito un po’troppo sui questi metateoremi, non perché siano importanti
in sé ma, primo, per diminuire la comprensibile soggezione che incutono teoremi “piu
grandi”, e, secondo, per farvi notare che si dimostrano in modo un po’ meno
meccanico dei teoremi oggetto. Si dimostrano in modo informale, emulando — come si
dice in computerese — il modo assolutamente meccanico delle dimostrazioni
formalizzate. In realta — questo puo solo far piacere agli antimeccanicisti — il modo



informale preesiste a quello formale, che mutua il proprio rigore da quello,
semplificandolo e, appunto, meccanizzandolo nei limiti del sogno leibniziano.

Finisce qui, allora, il Calculemus? Si e no. Ora comincia la semantica, che in fondo
¢ ancora un calcolo, seppure un po’ meno rigido — ma poco — di quello sintattico.

Tra sintassi e semantica: riflessione sui termini

Finora ho usato i termini “sintassi” e “semantica”, non dico in modo ingenuo, ma
senza precisarne il senso, lasciando che esso emergesse dall’uso. Non ¢ un cattivo
modo di procedere, a patto di fermarsi dopo un po’ a riflettere. Dei due termini
“sintassi” ¢ quello che incorpora maggiormente il significato di “processo meccanico
di calcolo”. L’assetto sintattico prevede dei punti di partenza — gli assiomi — delle
regole di trascrizione, e dei punti di partenza — i teoremi. Tra assiomi e teoremi stanno
le catene dimostrative (finite!) o semplicemente dimostrazioni.

E la semantica? Tradizionalmente “semantica” significa teoria del significato. In
matematica questa accezione si indebolisce. Non esiste un’unica teoria del significato,
ma tante. In linea di massima la semantica convoca la verita. Ma proprio in
riferimento alla verita emerge la caratteristica essenziale dell’indebolimento. Come in
matematica esistono verita algebriche, topologiche e insiemistiche (scritte in ordine di
indebolimento), cosi in logica esistono semantiche algebriche (Boole), topologiche
(Tarsi, Beth) e insiemistiche (da Godel a Kripke). Alla domanda: cos’e la semantica?
Risponderei: Niente di meno che tutta la matematica che non si lascia esprimere in
forma algoritmica, ossia sotto forma di calcolo. Tutte le citate varianti della semantica
riflettono in modi diversi la verita della sintassi, che, lei si, si lascia formulare in modi
algoritmici.

Ultimamente sintassi e semantica sono due modi non molto diversi di fare logica.
E questo ¢ tipico della logica. Infatti, alla fine del seminario odierno arrivero a
dimostrare in modo informale e schematico il metateorema che stabilisce la loro
equivalenza, almeno finché non si esce dalla logica. (Meta)dimostrero che tutto cio
che si dimostra in sintassi € vero in semantica e tutto cio che € vero in semantica si
dimostra in sintassi. In termini insiemistici, la classe dei teoremi coincide con la
classe delle verita logiche o universalmente valide. La dimostrazione del
(meta)teorema si spacchera in due sottoteoremi: teorema di validita, o tutto cio che si
dimostra ¢ valido, graficamente:
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e teorema di completezza, o wtto a” chee valido s dmodra, grafi camente:
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In Sntesi,



L Oolezionedi chi non & nZ leggere nZscrivere «: (rerchZ distinguee, s poi s
dimostra che i duetermini della distinzione coinddono®La rispoda, lo ripeto, * che
coinddonoin questo caso. Non mindadomo ndla genealit™ dd cas, per esempio in
aritmetica. In altri termini, la distinzione tra semanticae sntass non « opaativain
logica, ma e operativain aitmetica. Tanto basta a mantenerla.

Lo desso concetto g pu” formularein termini di ars inveniend e ars judicand,
secondo Leibniz, o contesto d ricerca e contesto di giudifi cazione, secondo
Rechenbach. Inlogica non ®-differenzatrai duecontesti: qué che scopro in
semantica, lo gudifico in dntassi; viceversa, di qud che dimogroin Sntass poso
dare unadasse di moddli semantici, che in un @rto snso QisudizzanoOla verit®
astratta ddla sntassi. In aitmetica, la distinzonefunzona quel che scopro n
semantica non e detto cheriescaa giudificarlo in gntassi. In aitmetica, insomma,
non esiste unasntass tanto pdente daricoprire tutto il campo cella verit™. La
controprovaempirica di quanto g0 dicendo ¢ chelateoria dei numeri pullula di
congedture indimodrate, doe verit™ suppcte ma non gudifi cate, mentre non ®no a
conosenza di congetture logiche On atesa di giudizioO Unaragione di pie per
procedere aindebolire il logoentrismo eassumere in materiadi verit™ un
atteggiamento pragmatico. Lo dice beneWilliam James ndla suavi conferenza sul
pragmatismo: True ideas are tho® that we can asimilate, validate, corroborate and
verify. False ideas are those wecannot Il vero ¢ ¢ci” chedi voltain volta s dimodra
vero, d dil” di astratte garanzie gprioristiche di corrispondenza traideae cosa. Ci
ritorne™ quando,introducendo ndebolimento, ronper™ | a smmetria tra vero efalso
vianegaziore. Il vero none solo il contrario dd falso eil falso  pie cheil contrario
dd vero.

A proposito di semantica

Ho gi" deto cheladifferenzatra sntass e ssmantica« piccola. Lo confermo ma
aggiungo tee fondamentale e indiminabile. Anche quando k differenzatra antass



e semantica scompare in estensone come nd caso ddl@quiestensonetra laclasse
de teoremi e classe ddle verit™ logiche, essa permaneinintensone, doe alivello del
concetto. Il punb ¢ che la semantica ha achefare direttamente con la verit™, la
sintassi no o ®lo indirettamente (passando atraverso il metalinguaggio). L@stranet”
ddlagntass dladimendonealetica o veitativa ¢ ben evidenziata dd metodo
sintattico di Beth che usa le marchedi verit™ come marche metalingustiche da
applicare ale formule ddlOsterno. Rer lasintassi la verit™ « unadimensione che non
appatieneal linguaggio mad metalinguaggio. In un certo N viene prima del
linguaygio. Lo mette benein evidenzala scrittura di Beth, mllocando lamarca di
verit” adnistra dellaformula, doe primaddlaformazionelinguistica. La semantica
fa I0opezione opposa: podala verit”™ adestra ddlaformula, trasformanddain suo
argomento. Non <rive pie F( oV( ma( (F) o ( (V). Il risultato  chele formule,
variabili comprese, diventano funzoni, precisamente diventano funzoni di verit”:

( (F) pu” essere verao fdsa, ( (V) pu™ essere vera o fdsa In termini di teoriaddle
funzioni le formule logiche applicano Insieme prodoto dé valori di verit™, {V, F}",
cioe Inseme ddle n-ple binarie dei vaori di verit™, sull®ndeme de valori di verit®
{V, F}. In praicala semantica * formata ddle seguenti applicazioni (suriettive, nd
sens che ogni demento délOnseme dei valori Dadestra della frecciaDe immagine
di qudche elemento ddlOnseme degli argomenti Da sinistra della freccia):

{V.F}) {V,F},

{VV,VF,FV,FF}) {V,F},

{VVV, VF, VFV, VFF, FVV, FVF, FFV, FFF} ) {V,F}.
E

ESERCIZIO 3. Quante sono ke funzioni suriettive da{V, F}"a{V, F}?

Al loro internoi campi Sntattico e semantico ono onogend. La dntass ¢ formata
solo daformule marcate, la semantica solo dafunzioni di verit™. Ci” permette di
istituire un paallelo trale dinamichedi calcolo ative na due campi. In praticai
process di calcolo Bgli algoritmi B svolgono ne duecampi in direzioni oppose. La
sintass proaede dall@lto in basso. Semplifica, vadal complesso d semplice, dalla
formula dle variabili, pie precisamente, dai valori di verit™ delle fbf, poge alla radice
de|Otbero dedutivo (capovdto!), aquelli ddle singde variabili, nelle foglie
terminali dell@lbero (upposo finito nel caso in aui tutte le foglie s chiudano con wna
contraddiziond. La semantica procedein senso inverso, dd basso verso IOHo, ddle
foglie dle radici. Conplessifica, vadd semplice d complesso, ddle variabili ala
formula. Assegnavaori di verit™ dle variabili e, apatire daquesti, deermina qudli
ddle fbf. Schematicamente:

Sin FIV( FIV( Sem
tas * + anti
s | FIVp,FIVgE | FIVp,FIVOE | ca

Laddgerminazionedd vaori di verit™ a patire dagli argomenti ddle funzioni di
verit”™ ublidisce a precise regde. Anchein semantica ci sono reole come in gntassi.
Non g chiamano regole deduttive (o d inferenza) come in Sntassi, ma sono reyole a
tutti gli effetti, di cui paler” trapoa. Il punto daritenere ¢ che neppurecon la
semantica s esce dd meccanicismo. Gi” queste similitudini e affi nit” lasciano



prevedere la posibilit™ conaeta di dimograre che i duemetod sano eguivalent,
almenoin logica. é piuttoso orprendente, quindi, chei duemetodi noncoincidanoin
aritmetica, come vi ho gi' annundato. Ma ecco i dettagli operativi del metodo
semantico.

La werit” servitain tavola

Il metodo mantico faintervenire direttamente la verit™, dicevo. Ponei vdori di
verit™ come argomenti delle funzioni logiche, atribuendo aqueste un alore di verit”
chedipende daquelli. Secondo @rte regole. Eccole.

Lavolta scorsa ho dstinto gli operatori in duecategorie: conrettivi e
guantificatori. Comnincio ddle regole cheriguadano i conndtivi. Hanno un nore. S
chiamano tavole di verit™, pachZs posono esprimere, come latabdlina pitagorica D
lalingua bateE Dcon un nunero finito d righee di colonre. Laloro formulazione
risale d Wittgendein del Tractatusdd 1918. Sccomei conndtivi sono quétro, devo
darvi dmeno qudtro tavole di verit™, unaper ciascun connetivo.

Comindo dal conrettivo pie semplice, che non @nnédte nulla, essendo unaio: la
negazione. La negazionedi p * unafunzioneinversiva, nel senso che non bsciale
cose apodo. Infati, aogn vaoredi p assegnaun vdore diverso dd valore corrente
di p. Sccomei vaori di verit” sono ®lo due la negazioneassegnaal veroil vaore
falso ed falso il valorevero. Laneggazione non pu” fa dtro che scambiareil vero
con il falso eil falso con il vero. Latavoladi verit™ « la seguente:

A
F
\%

N<ro

Cone g verifica facilmente, la negazione ¢ involutoria, doe applicata duevolte
allOegomento restituisce |Oegomento, manon hapuni fissi, dos non havalori che
coinddano @n I@rgomento. Inomma, semanticamente parlando, b negazione serve
per cambiare argomento. (Rer curiogt™, esistono n semantica funzioni unaie con
punit fissi? Larispoda-« s, tutte leatre, lafunzoneidentit™ e le funzoni coganti,
chetuttavia non $ usano in pratica).

Gi” la semplice presentazioneddlatavola di verit™ evidenzialavalidit™ ddla
doppia negazione. Essa conseguedal fatto che la funzionedi negazione ¢ invdutoria,
come s dice in matematica. Il falso diventa vero, pe la prima negaziore, eil vero
tornaa essere falso, pe la seconda negazione Andogamente, patendo da vero, S
ottiene prima il falso epoiil vero. In ognicaso p mantienei vaori di partenza. La
doppi negazione coincide con IQdentit™ perchZfa tornare alOegomento di partenza.
Sullatavola di verit™ s verifica, infine, il funzonamento meccanico dd calcolo ddle
funzioni di verit". Il meccanicismo smantico non hanulla dainvidiare a qudlo
sintattico.

Il meccanicismo d” scurezza. Sembraistituire un pro@dimento oggétivo, al
ripao ddle bizzarrie e dagli arbitrii decisiondi dd soggdto. Ma attenziond
L Ogquazionevggetivo = senza soggetoOva presa con le molle. Essa consegue come
artefatto ideologico, dla diatriba ottocentesca tra postivismo eidealismo.
Giugamente i postivisti non re volevano sapere dd soggeto assoluto hegdiano,lo
Spirito, pechZ troppo netafisico. Gugamente gli idealisti contestavano d postivisti
lariduzoneanecessit” ddlalibet™ dd soggeto. Rurtroppo duegiudizie, cumulate
indeme, posono fae untorto. Nel caso non rendono gugiziad soggeto della



scienza, che opera esclusvamente allnterno dé meccanicismo, dovepa™ « libero di
inventare meccanismi diversi, nessuno privilegiato metafisicamente sull@ltro. In
guesti primi seminari neho pesentati gi” due qudlo dntattico equello semantico. Ce
ne sono anti altri, di cui vi ho fato grazia: qudlo dgebrico e quello topologico. Nel
prossimo £minario Poder” lalente del meccanicismo ullOnconsio, d cui metter™
afuooo dcuni meccanismi. DOHra parte, come gi~ visto nd caso probailistico, la
funzionedd soggedto Bdel suo gudizio Be indiminabile nd valutare il
funzionamento dé meccanismo. Tutto dipendeddl@urs inveniendi norchZjud candi
dd soggeto, le duenuowe arti epistemiche ddl@poca scientifica. Infatti, in epoca
classica e medievale noncOga nula dainvenire (inventare), pachZtutto ea gi°
scritto nd libro, g~ giudificato dalla parola dd maestro e dd suoi interpreti ortodos,
appatenenti a chiese e scude.

Procedo @onil mio meccanicismo dfrontando le tavole di verit™ de connetivi
binari. Ora, le variabili essendo duelatavola e« pie estesa, perchZdeve far pogoa?2, 2
=4 combinazioni. Ognunae unacoppia ordinata di vaor di verit™ e corrispondeaun
vertice dd quadrao binaio{V, F}*

\V4 3 TV

Con te variabili avrei 2, 2, 2 =8 combinazioni. Ognunae uraternaordinata di vaori
di verit™ e corrispondea un vertice dd cubo binario {V, F}*.



La tabella cresce esponanzialmente con il numero ddle variabili. Conn variabili g
hanno 2' righe Per fortunaci s pu” limitare ai conrettivi binari. Tutte le funzioni di
verit™, come g~ visto in gntassi, § possono ricondurred calcolo di duefunzioni, di
cui unasalanegazione

Latavoladi verit™ ddIOHernativa * la seguente:

< I<|I<|Re
N<|Ini<ro
nn< i<la

La funZone QiternativaO(vel) calcolail valorefalso s entrambi gli argomenti
sono fdsi, dtrimenti assegnadi default il valore vero.

nnmn<
N<|Ini<ro
nn< i<la

La funZone Gongunzoned(et) « duale dellOlernativa: calcolail vaorevero s
entrambi gli argomenti sono vei, dtrimenti assegnadi default il valore falso.

< TN i<
N<|Ini<ro
nn< i<la




Secondo Flonela funzone Gmplicazioneéd(seq 0 condizionde) calcola, come gi°
sappiamo, il valore falso s la prima variabile (I@ntecedente) « verae la seconda
variabile (il conseguente) « falsa, altrimenti assegnadi default il valore vero.
Ritroviamo quiquaito gi” annungato a livello gntattico aproposto dd modus
ponens Latavoladi verit™ dd condzionde ¢ qudlacheforzail modusponensa esser
vero otto il minor nunero di condzioni. Infatti, basta cancellare unasolarigabla
terza, quellain cui I@ntecedente » vero eil condizionde falso BperchZil modus
ponenssia sempre vero.

Le buonemaniere a tavola

Come e pachZs usanole tavole di verit™? S usano pe verificare qude dd
seguenti casi 9 verifica se unaformulas unatautologia, ura contraddizioneo ura
contingenza. Le definizioni sono ke seguenti. Unaformula ssmpre vera s chiama,
secondo Wittgengein, tautologia; una sempre falsa 9 chiama contraddizione unaa
volte falsa e avolte vera 9 chiama contingenza. Per esempio, ono ®ningenze le
congiunzon ele dternative.

Do laterminologia di us pie frequente. Unao pie combinazioni di valori ddle
variabili proposziondi g chiamamoddlo ddla formula sele assegnano il valore
vero. S chiama contronoddlo sele assegnano il vaorefalso o, euivalentemente,
assegnano il vaorevero dla negazione. Per esempio le assegnazioni di vdori ddla
prima, seconda eterzarigadella tavola di verit™ (o loro ttoindemi) sono nodelli per
|Olernativa. Andogamente, la prima rigadelatavola di verit™ « un modello per la
congiunzone; tutte le altre sono wntromoddli. Ma nZ |Olernaiva nZla congunzone
sono autologie. Unatautologia s una propszionevalida (o logcamente vera), cioe
tutte le combinazioni di vaori sono s10i moddli. In dtri termini, comungle s
assegnino vdori alle variabili, ndlatautologia s ottiene sempre o gesso risultatoE
tautologico: il vero. Unaconiingenza « soddisfacibile pechZha ameno un nodello.
Unacontraddizione non « soddisfacibile perchZnon hamodaéli, cioe comunques
assegnino vdori ale variabili, 9 ottiene sempre solo un reultato: il falso. Le
contraddizioni sono dué ddle tautologie, le unesempre vere, le altre semprefalse; le
unehanno ®lo moddli, |le dtre solo conromodéli.

CCi samo g~ passatiQ disse la Regina di Cuori ad Alice. Abbiamo g~
inconsapevolmente usato contromodelli in Sntassi. Nelle dimodrazioni per assurdo,s
falsificava la fbf, andando dla ricerca di contromoddli. Invece di contromoddli 9
trovavano ®lo contraddizioni. Questo pottava acondudeae che non esistevano
contromoddli ma solo modelli e, quind, chelafbf era unatautologia. Essendo in
ambito gntattico, dcevamo chelaformula era un torema. Di riferimenti incrodati
tradntass e ssmantica nefar” ancorasenza pie segndarli. Alla fine saranno
codificati nel (meta)teorema di completezza, che sancisce I0guivalenzatra algoritmo
sintattico e semantico.

Verifichiamo, amoO desempio, che laleggedebole di Filones unatautologia,
cioe che tutte le assegnazioni di vaori ale variabili proposziondi la verificano o
sono s10i moddli. Organizziamo il calcolo in unatabella, come pe lavorare su un
foglio di Excel. La primarigacontiene laformula, le dtrei valori di verit™ assegnai o
calcolati. Assegno nnanztutto i vaori ddle variabili in ttti i modi possibili (c® un
algoritmo ssmplice per farlo):

(Alpl&[a[! [(]! [a]
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Al secondo paso calcolo il valore de comnettivi unai, cioe le negazioni. Per
chiarezza il foglio di Excel cancella automaticamente i valori ddlavariabili gi°
calcolate:
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Al terzo passo mi dedico ai connetivi binari, cominciando daquelli ndle paentes
pie i nterne e terminando n quelli pie esterni:

p | & ! I

~
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< M<|I<

nn< i<
n<|n<ls
nn< i<l

La préetica semantica * tanto noiosa quanto la sintattica. @.a noia non ngannaQ
diceva qualcuno. & hanno n comunela noia, Sntass e semanticarischiano diavere
molto dtro in comung forse tutto. Cortinuiamo:

Alp|&|g|' [(]!' |9
V VI]Vv]|v
V FIV |V
F V|F|F
V F|IVI|F

Alp|&ig|! [(]! |9
V V V
V Y; ;
F Y, F
V Y; V

PoichZil risultato » unacolonra di V condudo de Filore era proprio un fione
scopr”unalegge logica fondamentale, unatautologa direbbeWittgendein, pe dire
cheil logose universalmente vero quando coincide con ® sesso (tautos) e non
gudchealtraredt™. Alcuneparole a commento. Innanzitutto, § dimodra che inlogica
classicalalegged Filonee unGguivalenza, cioes un kicondizionale o condizionde nei
duesens. Non ho d#o latavola dd bicordizionde (# ) pachZe« un @nrettivo
augliario, chee vero quando ivaori ddle duevariabili sono ugué e falso dtrimenti.
Cdcolarnelatavola per



Esercizio 4.

In questo caso le ultime due colonre dd calcolo sono uguéd, quind soddisfano il
bicondzionde.

Diversamente dd caso ddlafalsit™ D conseguente falso con antecedente vero Bla
verit™ dell@mplicazione presenta acuni paadoss 0 come, preferisco dre,
pseudopaadossi. Ovviamente none paadossale cheil vero implichi il vero. |
paradoss nascono nélGinplicazionedd falso, che proprio Idndebolimento binario
metter” d centro ddla suaoperazione

Conto gl psudoparados

La divagazione per anmorhidire |O&dit™ dd calcolo logico.

| paradossi veri sono podi. S contano sulla dita di unamano. Arrivo a contarne
due il paradosso detico di Epimenide (Qo mentoQ e il paradosso ico di
Kierkegaard (CBono bero, % scelgod). Gli dtri sono pgudopaadossi: terili esercizi
di intelligenza meccanica B nonmeccanicistical b e falsamente brillante, che non
hanno dcun rappor con quéche praicaeffettiva. | paados dd movimento di
Zenone quédlo di Achille elatartaruga o ddla freccia ferma, non lanno fato
avanzare di un pesso lafisica per duamilaanni. | paradossi dd doppb legame (C5ii
spontnen(), che promettevano risultati ndla pscoterapia delle schizofrenie attraverso
i contropaadoss, § ono rivelati per qud che erana: artefatti del binarismo forte.
Quando $ forza la verit™ in camicie di forza troppo $rette spuntno gi
pseudopaadossi.

Andizzando b peudomradoso paadigmatico dd doppo legame: C5ii
sponianeoQ « facile verificare che equivale aun modustollens (Bete lo ordno io,
devi essere spontaneo. Matu non puo pie essere ponneamente sponianeo, pechZ
te IOho ordiato io. Quind, pe modustollens, il mio ordne falsoO Sento g~
|OolEzione Un ordine non » unavariabile proposzionde che possa assumere va ofi
di verit® vero o fdso. Un ordine« un ordne. Ok. Nel Gii spontaneoOlOadine none
un ordne, quindi ¢ falso dire che Saun odine €, infatti, un fdso ordne.

Malafalsit” non intaccaminimamenteil valore dOus di un enurciato, ancor meno
il valore di scambio di un@nundazione Abbiamo qudcosa cortro la falsit™? Polonio
|Opprezzava. Usava |Osca ddla menzogra pe pescare la carpa ddla verit™. Lo
pscandista, poi, doviebbedimodrars tollerante verso il falso. Lui lavoradalla
mattinaala sera conlafalsit” del trandert. Lo dice Freud alafine degli Studi
sullGsteria. Al trandfert sul medico » un fdso nessoO La teoria lacaniana va afondo
ddlafalsit” dd trandert. Ponecheesso comina con unaconggttura chiaramente
falsa: |@stituzionedel soggeto supposo sapere. L@ndizzante supponeche qualcuno,
per esempio |0aalista, sappia qualcosa del desiderio incongio che lo fa soffrire. Con
questa falsa supposzionecomincialOadlis che, s arriva atermine, produrr™un
sacco di verit™. Addirittural@nadisi termina quando k falsa supposzione decade « la
liquidezionedel trandert.

Ma prima di Freud e di Lacan lo dicevagi” lo 9oico Flone dedurreil vero da
falso non ®lo ¢ posibile, ma produe vere e proprieimplicazioni. Altro che
pseudopaadossi! Quacosa della meraviglia pe il luccichio degli pseudopaadoss
tornand vecchio Lacan che, commentando IOmplicazionemateriale di Filone nel
seminario xx S lasciava andare a dire che essa » bien foutue perchZderivail vero dal
falso. Non ®lo deivail vero dd falso, maancheil falso dd falso, I@mplicaziore. é
|Ginplicazionevuda, che non faprodemaa matematico. Insomma dd falso g pu”



correttamente derivare tutto, dail vero sail falso, come sappiamo ddl@x falso
quodibet. Ma Filonelo sapeva prima dei medievali.

Quindi attenziore agli pseudopaadossi! Sono atefatti di unatecnicalogica non
ben disciplinaa. Nascono quadoallalogica s chiedetroppo, pt di quel che pu™
dare. Il logecentrismo » ura pericolosa forma dOmore filosofico. é I@more per
|Oordosia, cioe pe laretta opinione Platonefa dire a Teeteto questa definizioned
ortodosia: doxa alethZs met™ logou Mpinionedi verit™ a dil” della (o tramite |a)
parolaO(Teeteto, 201d). Ilrischio « che afuriadi andareal dil” ddla parola,
|Ooxtdossia diventa paradossal mente violenza logacentrica o centrata sul logos

Il biddlo di Golgi

A proposto ddla debolezza intellettuale di chi 9 innamoradei propri srumenti di
lavoro, logoscompreso, mi piace ricordare unagoriella, protabilmente falsa, che
circolava negli ambienti di anaomia nornmele che frequentavo da giovane.

Il grande Canmillo Golgi, anatomico d Pavia, guadagn™ indeme aRamon y Caal,
il Nobd per lamedicina, grazie ala colorazioneargentica con ai sudavalGétologia
de sistema nervoso. Forse non b sapete, perchZin tempi di microscopio dettronico
non $ usa pie, ma b come ben sapeva Freud che IOpplicava Pla reazione di
precipitazioneargentica® capricciosa. Jpesso non resce e il preparato istologico
appae sotto il microscopio urnformemente bianco. Altre volte riesce troppo eil
vetrino gpare uriformemente nero. Ogni tanto, in dpendenza dallo dato di ossido-
riduzonedel tessuto, riesce ei risultati vanno interpretati: il dstema ne'voso
codituisce un $ndizio dicellule che confluiscono OunadlOklra o « un essuto di
cellule distinte che s articolanoin punt precisi? Rispondievinci il Nobd. (Pare che
anche Freud sapesse larispoda giuga, manon vnse acun Nobd). Ma Golgi volle
strafare. Pretendeva un condo Nobd per la suateoriachei globuli ross avessero un
nudeo. Cone facevaa dirlo? Semplice. Colorava conOegento uno $riscio di sangue
e vedevachele emazie avevano un punino ngo d centro: il nucleo. Inuilmentei
suoi assistenti tentavano didissuaderlo dd propdare lateoria. Fortunache ale
riunioni scientifiche partecipava ancheil biddlo dell@stituto. Voi non sipete qude
livello intellettuale e qude competenza tecnica raggiungessero i biddli di anaomiaun
secolo fa Il biddlo chiese educatamente d direttore di fare unesperimento.
Conaesso. Prese un bauffolo dicotone Lo imbevve di benzolo elOncendi™. Sulla
fiamma anne* unaciotola di ceramica refrattaria. Poi pipett™ un poQO idbenzolo elav”
la ciotola. Fatto questo, laconsegn™ al direttore. Che videla ciotola pulitacon un
grunmo neo in fondo.

CoDen successo? Il benzolo aveva staccato il nerofumo ddle pareti ddla ciotola e
il carborio puro ea precipitato sul fondo,esattamente come |@rgento del professor
Golgi, che precipitava ad fondo @i globui rossi. | qudi hanno bk formadi lenti
biconcave, lo sannoanchei bambini. La soriella haunamorde epistemica. |l
soggedto ddla scienza sariconogere gli artefatti che introduce nel redle attraverso le
proprie tecniche. Non li scambia per realt”, come precipitosamente afferma certo
cognitivismo ingenuo.ldem pe lalogica. | paradossi sono atefatti introddti nel reale
dd binarismo forte. Riconoserli vud dire predispors aindebdirlo.

Torna IQasurdo

_ Date letavole di verit”, s dimostrano teoremi o leggi, che orabessendo
|Opproccio non sntattico, ma semantico B chiamano tautologie o proposzioni



valide Ho fato vedere come s fa nd caso ddlatautologia di Filone Potete per
esercizio completare la dimograzione semantica dd metateorema ddla riduzione dei
guéatro conrettivi adue, mogrando deleleggi di de Morgan ono tutologie. A me
orapreme prendee unOidra strada.

COwn proedimento alternativo dletavole di verit™ per dimograre che unafbf
unatautologia. € un proedimento che conocete gi”: il procedimento pe assurdo, gi
usato nd caso gntattico. Tanto amile aquello che non ingster™ oltre sulle andoge.
Quando $ usa? In praica quando katavola« troppo grade Came sapete, le tavole di
verit™ crescono pidamente. Di fronte a unaformula con dieci variabili dovrei
cogruire unatabella di pis di mille righe (2'° = 1024) Un poO®modadatrattare
senza un omputer. (Oggiil computer ¢ diventato indispensabile ndle dimodrazioni
combinaorie del tipo diquelle necessarie a dimodrare il teorema dei qudtro colori).
Lascordatoia s il metodo pe assurdo. M do IOsempio di Canap. Vedrete chela
differenza con la dimograzionesntattica® minima. In 9ntassi 9 procedevain
verticale, qu in orizzontale. Anchein questo caso preparo un foglo di Excel sulla cui
primariga scrivo laformula, ndla speranza di cavarmela con poderighe dmeno
non pk di otto, essendo ke variabili proposziondi tre. Cone Carngp u questa volta
anchQ lettere maiuscole latine per le variabili proposziondi. Scrivo laformulacon
un F sotto il conndtivo pie esterno:

Al' [A]B# [O)|' [(A]' |O' |[A|B)
F

Come al solito inauguro il contesto di giustificazione falsificando il condizionale con
la verita dell’antecedente e la falsita del conseguente:

(Al' [AB[# [O)' [(A]" [O]' [A]B)
F
v F

Conviene lavorare sulla falsificazioneddlGinplicazione che« univoca:

Al [A[B|# |[C)|! |((A]' |C)]|! |A]B)
F
V F
V F

La verit” della congiurzionemi obbigaascrivere laverit™ dei congunti. PoichZin
questo caso i congunti sono vaiabili propsziondi, trascrivo lo gesso vdore sotto
ogni occorrenza delle stesse variabili ndla fbf:

~

A" [ABI# [O)|! (A" 1O |AB)
F
v F

\' Vv Vv Vv

Ho dacalcolare la negazionedi B, cheessendo fdsaforzer” B a essere verain ogn
suaoccorrenza:



Al [AIB|# [C)|! |(A o' [A]B)
F
\% F
\% F
\% \% \% \%
\Y Vv
Coeaentemente anche la secondanegazione di B « falsa:
Al' [A[B[# [o)|! |[(A]" |o]|! |A]B)
F
\% F
V F
\% \% \% \%
\% \%
F

A questo punb poso calcolareil vaore del bicondzionae, chee falso, essendo i
valori de suoi termini diversi:

(A

(A

B

#

C)

((A

C)

A

B)

V

F

Ho riempito tutte le colonre con un véoredi verit”. Mi chiedo s complessivamente i
valori sono @erenti. Avendoli tutti a dispodzione, poso fare la verifica. Mi muovo
orain un ontesto di giudifi cazione ddla giugificazione. Devo mobilitare
doppimente le risorse ddl@rsjudicand. Da dovecomincio i test? Dai vaori pie
precocemente acquisiti. Il primo « il falso delafalsificazione Sain piedi finoa prova
contraria. Sulla secondarigatrovo un \ero e un fdso. Il falso passail test, perchZe il
falso di unQnplicaziore i cui termini sono rispettivamente vero efalso. Mail vero
non pasail test, perchZ« il vero di un@mplicazioneche ha sotto di sZ rispettivamente
un vao eun fdso, il chenon pu~essere secondo htabella di Filone. Devo correggere

il calcolo e scrivere GalsoOcome vuole Filone




Al JABI# [O)|! (A" |O|! |A]B)

F

Ma la correzione introduce unacontraddizione Per il princpio di bivalenzavero e
falso non posono sare sulla stessa colonra. Ergo la falsificazione iniziale, da cui
tutto il calcolo dpende » falsa elaformulae unatautologa. Se avess calcolato la
tavola di verit completa (2°= 8 righe avrei ottenuto oto righe ciascunaddle quali
con il vadorevero sotto il conndtivo pie esterno.

Entrino i quantficatori

Il risparmio computazionale dato dal metodo per assurdo € questa volta piccolo:
otto righe di calcolo per lui, otto per la tavola di verita. Il risparmio sarebbe stato piu
consistente con una formula piu ricca di variabili. Resta, pero, che, quando nelle
formule compaiono quantificatori, le tavole di verita non sono piu in linea di principio
piu implementabili. Ora ho a che fare con predicati che predicano certe caratteristiche
di individui appartenenti a insiemi infiniti. Se la variabile x puo assumere infiniti
valori, non posso pill materialmente scrivere la tavola di verita per calcolare il valore
di espressioni come$ x.P(x) o %.P(x). In presenza di quantificatori devo ricorrere ad
altre modalita di presentazione della semantica in grado di trattare 1’infinito.

Non solo. Per dimostrare la validita di una fbf quantificata non posso ricorrere a
metodi finitari, come le tavole di verita. Mi occorre usare metodi del tipo per assurdo
o per induzione. I quantificatori quantificano le variabili. Le variabili possono variare
all’infinito. Quindi, per falsificare una formula esistenziale, che afferma 1’esistenza di
un particolare x che gode di una determinata proprieta P, devo passare in rassegna
infiniti valori della variabile. Se non trovo il valore che la falsifica dopo dieci, devo
testare i prossimi cento; se il test fallisce dopo cento, devo provare con i prossimi
mille e cosi via. Non potendo materialmente eseguire il test, devo escogitare una
dimostrazione che dimostri I’assurdita dell’esistenza di una x siffatta. Analogamente,
per verificare 1’'universalita di una proprieta P in un insieme numerabile di valori, non
posso cavarmela dicendo che la proprieta vale per il primo, per il secondo, per il terzo
e cosi via. Per concludere in modo valido devo montare una prova per induzione, che
dimostri che la proprieta vale per il primo valore e che, se vale per 1’n-esimo, allora
vale per I’(n+1)-esimo.

Precisazione terminologica. Quando la fbf € quantificata non si parla di tautologie
ma di formule logicamente valide, cio¢ formule sempre vere comunque si scelgano gli
universi di individui sui cui variano le variabili e comunque si assegnino 1 valori di
verita alle variabili proposizionali. Le tautologie sono formule logicamente vere, ma
non viceversa. Le tautologie sono formule valide su universi vuoti.

Stati epistemici e forcing



Per formalizzare la semantica 1’approccio che mi piace adottare, anche perché lo
trovo particolarmente intuitivo, fa riferimento agli stati epistemici e al cosiddetto
metodo del forcing o della “forzatura”. Si tratta di individuare il modo in cui gli stati
di sapere, o epistemici, forzano certe formule a essere vere. Non ¢ un metodo molto
diverso dalle tavole di verita. Direi che il forcing estende in modo intuitivo il metodo
delle tavole di verita al caso infinito, per definizione intrattabile con il metodo
finitario delle tavole di verita. Ricordatevi di questo passaggio dal finito all’infinito
quando nell’ultimo seminario parlerd dell’interazione tra soggetto finito e oggetto
infinito. A me piace in particolare il metodo del forcing perché si rivela adatto a
trattare 1’indebolimento binario e quindi I’epistemologia dell’inconscio.

Ancora una digressione. A me piace... Quante volte avete sentito a lezione di
matematica questa locuzione: a me piace? Quante volte avete sentito I’insegnante
esprimere opinioni personali in merito ai matemi che andava esponendo? Quelli come
me, che provengono dagli studi classici, sono abituati a pensare che la matematica sia
categorica, oggettiva, meccanica, rigorosa, automaticamente escludente le ubbie della
soggettivita, le interpretazioni metaforiche e fantasiose. Ammesso che sia rigorosa,
dobbiamo riconoscere che la matematica non esclude il soggetto. Il senso di questi
seminari ¢ che esiste un soggetto nella matematica. Ricordate il ritornello: la
matematica si fa in pit modi. Al soggetto tocca scegliere il modo che gli va bene.
Poiché si tratta di modi epistemici, ognuno dei quali articola il sapere in modo
diverso, il soggetto deve riconoscere il proprio — il proprio modo di ap-prendere la
verita. Il soggetto, se ¢ un soggetto epistemico, ¢ un soggetto morale: deve decidere di
seguire un meccanismo epistemico — un algoritmo — piuttosto che un altro,
semplicemente perché quello ¢ il suo, senza preoccuparsi né di conformarsi
all’ortodossia né di cadere nell’eterodossia. Ortodossia ed eterodossia sono gli
spauracchi del conformismo, purtroppo vigente in tante scuole di formazione alla
psicanalisi. La matematica non conosce la falsa dicotomia tra ortodossia ed
eterodossia. La matematica € una pratica creativa, una poiesis — il termine
psicanalitico ¢ sublimazione — come la pittura, la poesia o — il paragone s’impone — la
musica. Dire che la matematica o la scienza fuorcludono il soggetto ¢ la solenne
sciocchezza che circola in ambienti postlacaniani, un’esca a cui abbocca
preferibilmente chi ha avuto la sfortuna, come chi vi parla, di ricevere una formazione
umanistica, scolastica e libresca, dogmatica e fanatica.

Il forcing, distingue gli stati epistemici (s.e.) dai risultati veritativi delle formule,
introduce una divisione molto psicanalitica tra sapere e verita. Gli stati epistemici, che
indico con lettere greche maiuscole, forzano le formule, che indico con lettere greche
minuscole, a essere vere. Indico il forcing con il segno di Frege raddoppiato |= e
scrivo - |= (' per indicare che lo stato epistemico - forza la fbf ( a essere vera. Non &
un caso che usi il segno di Frege raddoppiato. Infatti, ho in mente 1’equivalenza tra
sintassi, dove il segno di Frege indica il teorema, e semantica, dove si trattano
proposizioni valide. La scrittura semantica risulta ancora un po’ misteriosa sul
versante degli s. e. Cosa sono in effetti gli s.e.?

Gli s.e. generalizzano la nozione di modello. Possono essere insiemi di fbf di cui si
sa la verita. Lo s.e. che forza p ¢ uno stato che marca p con V. Lo s.e. epistemico che
forza p et g ¢ uno stato che marca con V sia p sia g. La differenza ¢ che “marcare” ¢ i
verbo che si usa in sintassi e “forzare” (alla verita) € il verbo che si usa in semantica.
Lo s.e. € un insieme di modelli che verificano la formula, letteralmente la “fanno
vera”. Nello s.e. - la formula ( non puo far altro che essere vera, & una forzata della
verita, si potrebbe dire con metafora un po’ ardita.



Italo Carta. Lo s.e. € una configurazione logica.

Si puo dire cosi. Lo s. e. € una configurazione di valori di verita Mi servira in
seguito la tua definizione, perché ¢ ampia. Mette dentro tutto: la verita delle fbf, la
metalogica con 1 suoi metateoremi, pezzi di modelli che servono a montare modelli
pit complessi, sottoinsiemi di individui (o parametri) che soddisfano certe formule ma
non altre, ecc. Il sapere, soprattutto quello tecnico, non puo sottrarsi a un aspetto di
bricolage o di capanno degli attrezzi, per non dire archivio o addirittura pattumiera.
Sicut palea, “come letame”, diceva della sua opera I’ Aquinate in punto di morte. Il
sapere ¢ “il letame da cui nascono i fior”. Preferisco parlare di s.e. perché puntano al
soggetto. Il quale sa che si tratta di quella specifica configurazione logica e non di un
altra. La dizione “configurazione logica” ¢ leggermente meno concreta, di s.e. S.e.

indica uno stato soggettivo.
Italo Carta. Ci sono arrivato per altre strade.

Ben vengano le altre strade. Ci sono tante strade per fare logica, non ce n’¢ una
sola, quella che abbiamo imparato a scuola. Lo sto ripetendo dall’inizio fino alla noia.
E aggiungo da psicanalista: ci sono tante strade per fare un’analisi. Si va
dall’autoanalisi di Freud alle sedute variabili di Lacan. Non c¢’¢ un codice
deontologico unico per I’analisi a cui ’analista debba conformarsi. Sarebbe scambiare
formazione con conformazione o conformismo. Non c¢’¢ solo I’analisi della vostra
scuola. Lo dico senza pregiudizi sulle scuole esistenti. Dico solo che 1’analisi si fa
all’interno di scuole che non esistono ancora. Quando esisteranno, 1’analisi sara
passata altrove, in nome della pluralita e della democrazia. Tutto ¢ da giudicare in
base ai risultati effettivi. Il metodo sintattico produce risultati. Il metodo semantico
produce risultati, La scuola A produce risultati. La scuola B produce risultati.
Confrontiamoli. Alcuni risultano equivalenti ad altri. Altri diversi. Alcuni sono
fecondi di altri risultati ancora. Altri sono sterilmente fini a se stessi. Il confronto si fa
a posteriori. Pretendere di farlo a priori ¢ pura ideologia.

Latabella semantica, corrispondate alla Sntattica, « compoda da sette righe

1.- |=p solo £ p* unaformula atomica con individui di - ;

2.- |=(a' .)sse- |=( et- |F.;

3.- F(a&.)sse- |=( vel - |=.;

4.- |=A( sse- =|( (=] gape non|a);

S- =" )s- =(s- |-

6.- |=%.( (X) sse, pe qudcheindividuoadi-, - |=( (a);

7.- |=$x.( (X) sse, pe ogn pe ogniparametroadi-, - |=( (a).

(In questa tabella uso i termini latini in funzionemetalogica, un poOame ndla
tabdla sntattica gavanoin poszione metalogica le marche di verit™ F e V).

Pogto cheun noddlo saunOorgazzazionedi se., 9 dice che laformula(
validain unmoddlo s ognise dd moddlo laforza aessere vera. Se» vdidain ogni
moddlo g dice chee logicamente valida. Se » vdidain dmenoin un nodello 9 dice
che« soddisfadbile. Il rapporb tralOnseme degli enundati vaidi e di quélo deli
enundati soddisfacibili « di indusonedretta, come rappresentato in figura



X

Grazie al teorema di completezza, che discutero tra poco, si pud dare una
caratterizzazione sintattica degli insiemi di fbf V ed S:

V={(/ X[|$-:- |=(}={(/ X[|$.:. " (},
S={(/ X|%:- |=(}={(/ X|9:0[" (},

dove X ¢ I’insieme delle fbfe 0 =- |=p,q, ..., r.

Appaentemente il calcolo semantico « meno meccanico e codrittivo di qudlo
sintattico. Questo in parte* vero, per la grandegioia degli antimeccanicisti, che
vedono os' rivalutati i titoli azionari di verit”™ e di dgnificato. In realt” i dueagoritmi
sono dvers. Lo dico dopoaver sottolinesto tante volte le somiglianze. La differenza
* la gessa che passa tra contesto di ricerca e di giugificazione traars inveniend e
judicandi. Trovare unmoddlo o unaclasse di moddli per unaformularichiede una
piccola dose di ingegno. Qudificarla gntatticamente richiede solo applicazionee
diligenza.

La completezza, finalmente

Passo d tante volte annungato e datanti indizi convergenti gi© dimodrato
(meta)teorema di completezza. Esso 9 scomponein duesottoteoremi. Dalla sntassi
alla semantica opeail teorema di validit™ o di correttezza, secondo @i, £ una
formula * unteorema, allora « logicamente vaida (vaidain ognimodello). In
formule:

" (seql=(.

Nell’altro senso opera il teorema inverso, o teorema di completezza,
concettualmente piu impegnativo, che consente di passare dalla semantica alla
sintassi. Esso afferma che ogni formula logicamente valida puo essere dimostrata
come teorema. In formule:



= ( seq|" (.

Segnalo subito una piccola incongruenza di scrittura. A sinistra del segno di
validita non ho posto alcuno s.e., intendendo indicare che ci possono stare tutti. La
notazione ¢ giustificata per simmetria con il segno di Frege, il quale non ha
presupposti a sinistra, tranne i presupposti metalogici rappresentati dalle regole.
(Esistono formalizzazioni sintattiche, per esempio il calcolo dei sequenti di Gentzen,
che utilizzano “assunzioni” a sinistra del segno di Frege).

A pateil sgnificato ufficiae: tutte le dimograzioni sono vee, tutte le verit™ sono
dimodrabili, il teorema di completezza haun sgnificato che d lascia cogiere in bese
ai concetti precedentemente introdotti di contesto di ricerca e di giudificazione |l
contesto semantico « il contesto diricerca: in ssmantica s scovano nodelli. Il
contesto gntattico ¢ il contesto di giudificazione in dntass S dimograno teoremi. €
vero, giamo per dimodrare che in logicai duecontesti 9§ sovrgopongono. M questo
dimosdra solo la povat™ ddlalogica, non Dnopportnit™ di distingueei duemod. E
suggeisce anche I0oppdunit™ di passare dd logosa strutture pie ricche, pe esempio
|@rithmos In questo seminaio non faemo il passo, mad attrezziamo pe il
prosimo, indeébolendoil logos Solo dlora non proveemo nogalgia ad abbandonae
la sua completezza dquanto misera. Il logose completo pachZe powero. L@rithmos
« incompleto perchZ e ricco. Vi sconsiglio di prendelo per un paadosso.

Teorema di validita o correttezza: ' ( seq |= (

Il (meta)teorema garantisce che, se ho dimostrato qualcosa, allora non ho
dimostrato fregnacce. Piu accademicamente asserisce che il calcolo non introduce
incoerenze, cio€ che tutte le tesi sono valide o soddisfatte da tutti i modelli. Se vado a
verificare 1 risultati del procedimento sintattico con le regole della semantica, trovo
solo verita logiche, ossia formule forzate a essere vere da ogni s.e. In altri termini, se
la fbf (' € un teorema, allora non esiste un contromodello — o configurazione logica —
che la falsifichi, ossia non esiste uno s.e. che forzi la sua negazione a essere vera.

Ammetto, infatti, per assurdo =| (, cio¢ che ( non sia valida. Allora esiste almeno
uno s. e. - che non forza ( a essere vera, quindi, per la definizione 4., forza la sua
negazione a essere vera: - |= A( . Pertanto - & un contromodello di ( . Per ipotesi |"
(. Quindi, partendo da VA( e passando per F( , si verifica che non esistono
contromodelli di (, perché I’albero di derivazione ¢ chiuso, cio¢ tutte le sue foglie
contengono contraddizioni. Ma I’ipotesi di invalidita sostiene che ce ne sia un
contromodello. Contraddizione. L’ipotesi assurda di invalidita ¢ assurda e, per la
legge di tripla negazione, va respinta. In conclusione, devo ammettere che se la fbf (
¢ un teorema, allora ¢ valida, cio¢ tutti i modelli sono suoi modelli (o ¢ forzata a
essere vera da tutti gli s.e.). In formule, ' ( seq |= (.

Se il sistema di calcolo ¢ semanticamente corretto — cio¢ rispetta la semantica, in
pratica il principio di bivalenza — ¢ anche assolutamente consistente. Infatti, non
dimostra tutto: se dimostra ( , allora non dimostra A( . In pratica, il sistema & anche
sintatticamente consistente nel senso che non dimostra la contraddizione ( ' A( .

Teorema di completezza: |= ( seq |" (



A parole: se una fbf € sempre vera per ogni combinazione di individui o di valori
di verita — per ogni configurazione logica, s.e. 0 modello, ditelo come vi pare — ossia
se una fbf ¢ valida, allora esiste un procedimento sintattico che la dimostra come
teorema.

Do un accenno di dimostrazione di questo metateorema che vale in logica ma non
in aritmetica. In aritmetica vale solo la prima meta del teorema di completezza, ciog il
teorema di correttezza. Non vale la seconda. In aritmetica, se dimostro una formula
comme il faut, per esempio che 2+2 fa 4, allora sono sicuro di non aver commesso
sciocchezze. Ma in aritmetica, ammesso che sia coerente, ci sono verita logicamente
valide che non riesco a dimostrare. L.’apparato sintattico dell’aritmetica, per quanto
potente e raffinato, pur dotato del metodo induttivo di Maurolico per dimostrare
teoremi infiniti, lascia sempre fuori — “fuorclude” direbbero i lacaniani — delle verita.

A me psicanalista il teorema di incompletezza dell’aritmetica interessa come
modello dell’inconscio freudiano. L’inconscio € questo eccesso della verita sulla
dimostrabilita, isomorfo a quello che si riscontra in aritmetica. Nell’inconscio c’¢
tanta, anzi troppa verita, perché il sistema psichico riesca a portarla tutta a galla alla
consapevolezza della coscienza, ossia a tradurla in teoremi sintattici. Nell’inconscio ci
sono verita — le verita del fantasma — che non riesco a trasformare completamente in
teoremi, cio¢ in sapere conscio senza un adeguato e prolungato lavoro di analisi. Le
verita non acquisite dalla coscienza premono per essere riconosciute e si ripetono. La
coazione a ripetere della pulsione di morte trova la sua base epistemologica
nell’incompletezza dell’apparato psichico. Paradossalmente, 1’apparato psichico
potrebbe afferrare tutte le verita dell’inconscio se diventasse incoerente. Ma allora
sarebbe inutile parlarne, perché insieme al vero dimostrerebbe anche il falso.

Il teorema di correttezza ¢, come avete visto, facile da afferrare, ap-prendere.
Quello di completezza ¢ piu sottile. Non vi do la dimostrazione matematica precisa
perché non siamo matematici. Mi limito a darvi lo schema concettuale della
dimostrazione. Ricordo che la prima dimostrazione del teorema di completezza della
logica, sotto forma di teorema di validita, fu data nel 1930 da Godel in forma
filoniana e contrapositiva nella sua tesi di laurea: ogni fbf o ¢ soddisfacibile (cio¢ ha
almeno un modello) o ¢ refutabile (cio¢ si dimostra la sua negazione).

Come prima il ragionamento procede per via contrapositiva, cio¢ sposta la
negazione del conseguente nell’antecedente. Per dimostrare che, se ( ¢ valida, allora
( & un teorema, assumo che ( non sia un teorema: " |( (" |é& la negazione del segno
di Frege). Se riuscird a dimostrare che vale la negazione dell’antecedente (esiste un
s.e. - tale che - =| (), allora avro ottenuto una contraddizione, che mi permette di
confutare 1’assurdo e dimostrare il teorema di validita.

Cosa vuol dire " | ( ? Vuol dire che quando cerco di dimostrare ( per assurdo — sto
introducendo un assurdo dentro una dimostrazione per assurdo, ma la cosa non vi
deve spaventare — non incontro contraddizioni. Ma attenzione! Per guadagnare la
dimostrazione in tutta la sua generalita devo ammettere che in ( ricorra un predicato,
in generale n-ario, cio¢ a n variabili. Per semplicitd ammetto che ( sia unario, ( (x). Il
punto critico della dimostrazione ¢ che le variabili possono essere quantificate con $
0 %osu insiemi infiniti di valori. Se non ci sono quantificatori me la cavo passando in
rassegna esaustivamente un numero finito di casi (perché ogni fbf contiene un numero
finito di variabili e le loro combinazioni restano finite, anche se numerose). Puo
essere noioso, ma arrivo sempre alla fine. Ma se ci sono quantificatori, per esempio
universali? Allora devo dimostrare che ( (1) non porta a contraddizione, cioé che
1’albero dimostrativo di F( (1) non ¢ chiuso. Lo stesso devo dimostrare che vale per



F( (2), F( (3) e cosi via all’infinito. Niente paura. Maurolico mi ha insegnato come
trattare 1’infinito. Procedo per induzione come ho imparato da Maurolico in due
battute: prima dimostro la base e poi il passo. Dimostro che F( (1) non ¢ chiuso (base)
e che, se F( (n) non & chiuso, allora F( (n+1) non ¢ chiuso (passo induttivo). Se la
dimostrazione per induzione riesce, so che non arriverd mai a una contraddizione per
quanto in avanti mi spinga a cercarne una. Devo ammettere, allora, che esiste un
modello, in generale una combinazione infinita di individui (o parametri), che
falsifica ( (che verifica non (). In altri termini, arrivo a dimostrare che esiste un
contromodello di ( , cioé - =|( (0o - |=A(). Ma questo & assurdo perché per ipotesi (
& valido (J= () e non ha contromodelli. Tutti gli s.e. forzano (, non forzano A( a
essere vera. Quindi, confuto la tesi di partenza " | ( e dimostro |* (.

La storia fallimentare dell’ ortodossia si ripete sempre uguale in ogni scuola

Un’osservazione storica sul valore frustrante e inibitorio dell’ortodossia. Nella
dimostrazione di validita entra in gioco in modo essenziale il metodo induttivo. Esso
non puo essere eliminato per la semplice ragione che, come ho gia fatto osservare, ci
sono variabili infinite da trattare. Il grande Hilbert, maestro di diverse generazioni di
matematici, tra cui von Neumann e lo stesso Godel, aveva preso una posizione ben
precisa nel dibattito sui fondamenti della matematica, che parevano messi in crisi
dalle antinomie della teoria degli insiemi: gli pseudoparadossi di Russell sugli insiemi
che non contengono se stessi e altre futilita. Alla scuola di Frege si insegnava che la
matematica ¢ logica (logicismo). Alla sua scuola Hilbert si insegnava che le vere
dimostrazioni matematiche vanno ottenute con metodi finitari. Cosi, con questa
strategia logocentrica — il logos per definizione ¢ finito e tutto cio che ¢ finito
appartiene al logos — Frege prima e Hilbert pretendevano mettersi al riparo da
spiacevoli sorprese, come incontrare qualche antinomia vulgivagante. Peccato che
cosi commettevano entrambi lo stesso errore degli antichi, 1 quali consideravano
contraddittorio il ricorso all’infinito nella dimostrazione. L ’infinito, sappiamo da
Maurolico, si puo ospitare in una dimostrazione, rispettando le dovute formalita, per
esempio quelle del metodo induttivo. Il risultato fu punitivo per entrambi. Prima per
Frege, il cui logicismo fu smontato dal paradosso di Russell degli insiemi che non
contengono se stessi, € poi per Hilbert, il cui formalismo fu smontato due volte, prima
da Godel e poi da Turing.

Con in piu uno sberleffo. Il giovane G6del bagno il naso allo stesso Hilbert e ad
altri matematici di vaglia, che non riuscirono a dimostrare neppure il teorema di
completezza della logica, che stava davanti ai loro occhi e che pure sarebbe stato utile
alla causa del formalismo. Addirittura, come Gddel fece notare, il teorema di
completezza era gia stato dimostrato nelle linee essenziali da Skolem e Lowenheim,
in un teorema di cui dir0 tra poco. Ma a tanto puo portare la cecita indotta
dall’ortodossia: a non voler sapere quel che si sa gia. Il merito di Godel fu di aver
rivendicato per s€ il diritto di ogni buon matematico: il diritto, cio¢, a trattare
I’oggetto infinito, sia in matematica sia in metamatematica, indipendentemente dalle
costrizioni imposte dalle ubbie scolastiche. Anche quando sono il portato di errori
geniali, come indubbiamente furono quelli di Frege e di Hilbert, cui dobbiamo
rispettivamente la formalizzazione della logica e della geometria,

Meglio 'incompletezza



Dopo aver dimostrato il teorema di completezza per la logica si apre una questione.
Come mai, applicando lo stesso procedimento, non riesco a dimostrare la completezza
dell’aritmetica? Dopo tutto, uso metodi dimostrativi usuali anche in aritmetica: la
riduzione all’assurdo e I’induzione, della cui validita nessuno dubita. Allora, come
mai riesco a dimostrare la completezza della logica ma non quella dell’aritmetica?
Addirittura, solo un anno dopo aver dimostrato la completezza della logica, Godel
dimostra positivamente 1’incompletezza dell’aritmetica, con una performance che
Leibniz avrebbe apprezzato. Cosa ci sta sotto?

Non ¢ la prima volta che la matematica si trova davanti a dimostrazioni di
incompletezza. La prima, piu traumatica dell’ultima — si racconta che Ipparco che la
scopri si suicido — risale all’epoca pitagorica (VI a.C.), quando la dimostrazione
dell’incommensurabilita tra diagonale del quadrato e lato decreto 1’incompletezza
dell’aritmetica dei numeri razionali (logoi) rispetto alla geometria. Anche Ipparco uso
la dimostrazione per assurdo. Supponeva che la radice di 2 si potesse scrivere come
rapporto di interi: m/n. Allora, elevando al quadrato, 2 = m*/n’, cioé 2n* = m*. Oggi
Ipparco, che non conosceva ancora il teorema fondamentale dell’aritmetica,
ragionerebbe cosi. m” & un quadrato, quindi, se compare la potenza di 2, essa ha
esponente pari, ma in 2n* I’esponente di 2 & dispari, perché in n* & pari, quindi
I’equazione ¢ assurda. Il logos accuso il colpo. Aristotele accenna a una dimostrazione
simile a quella di Ipparco nei suoi Analitici Primi, ma non sembra sconvolto. D’altra
parte, il logos si prese una secca rivincita proprio con la metafisica aristotelica fondata
sul logocentrismo, potenziato da Plotino con la turboontologia dell’Uno. Sara la
seconda dimostrazione di incompletezza piu efficace contro la metafisica? Molti lo
sperano.

Anche I’ultima dimostrazione di incompletezza dell’aritmetica ha radici antiche.
Risale al paradosso del mentitore di Epimenide. “Io mento” significa che dico il falso.
Ma allora dico il falso quando dico il falso, cioe dico il vero. Ma se dico il vero, dico
il falso. Ho gia accennato alla mia diffidenza nei confronti dei paradossi. Anche
quello di Epimenide non suona bene alle mie orecchie. In termini moderni direi che
ragiona pedestremente come il circuito di un campanello: se si chiude, attiva
I’elettrocalamita che lo apre, ma se si apre la calamita si disattiva e il circuito si
chiude. Se salvo il paradosso di Epimenide ¢ solo perché Godel ha scovato per lui un
utilizzo piu degno (“assiomatico”) che come campanello elettrico. Il campanello di
Godel & la formula ABew (Bew sta per beweisbar, dimostrabile) che predica di se
stessa che non € dimostrabile nell’aritmetica. Il teorema di Godel si dimostra per
assurdo. Ammetto per assurdo che ABew sia dimostrabile. Allora sarebbe vera, se
I’aritmetica fosse corretta. In tale ipotesi, ¢ vero che ABew & indimostrabile, contro
I’ipotesi per assurdo. L ’aritmetica ¢ allora semanticamente incompleta perché
contiene una formula vera ma non dimostrabile. (Si dimostra anche che I’aritmetica €
sintatticamente incompleta. Infatti, poiché ABew & vera, AABew ¢ falsa e quindi, per
la correttezza, indimostrabile. Conclusione né ABew né AABew sono dimostrabili in
aritmetica). Poiché nella “dimostrazione” ho usato I’ipotesi di correttezza, il primo
teorema di incompletezza di G6del suona: Se [’aritmetica é corretta, allora é
incompleta. La formula in questione si rivela nient’altro che 1’autoaffermazione di
coerenza (Secondo teorema di incompletezza di Godel). Quindi 1’assunzione della
coerenza ¢ essenziale per dimostrare I’incompletezza. Insomma, la coperta € corta:
I’aritmetica o € coerente, e allora ¢ incompleta, o ¢ incoerente e allora guadagna una
completezza fasulla, nel senso che dimostra tutto e il contrario di tutto.

Gia, perché il trucco di Epimenide non vale in logica? Perché non posso dimostrare
alla stessa maniera che la logica ¢ incompleta? Per fortuna non posso, altrimenti avrei



dimostrato una contraddizione con il teorema precedente. Con conseguenze disastrose
per tutta la matematica. Ma il punto & proprio questo: ABew non & una fbf del sistema,
ma ¢ una metaaffermazione sul sistema. Afferma che nel sistema esiste una certa fbf
ABew che non & dimostrabile nel sistema. La metaaffermazione si pud calare
nell’aritmetica in modo che I’aritmetica parli di se stessa. Non si puo, invece, calare
nella logica in modo che la logica parli di se stessa. Grazie a dio, la logica ¢
espressivamente poco potente, nel senso che non puo incorporare in s€ la propria
metalogica. L aritmetica, invece, ¢ espressivamente potente: puo parlare di se stessa
con la conseguenza appena vista. Ci sono cose in aritmetica che in logica non si
riescono a dire, e sono le cose dell’aritmetica piu interessanti da dire. Amleto esce dal
logos quando ammonisce: “Ci sono piu cose tra cielo e terra che nella tua filosofia,
Orazio”. Ci sono cose che I’aritmetica dice e la logica no. Rovesciando 1 termini,
diciamo che si puo parlare di metalogica in logica, ma non si puo parlare di
metamatematica in matematica, perché € ancora matematica. Direi, parafrasando
Lacan, che non esiste la metamatematica della matematica. Ma ’aritmetica paga un
prezzo per la sua maggiore potenza espressiva rispetto alla logica, arrivando a essere
tanto potente da inglobare la propria metateoria. Il prezzo ¢ I’incompletezza. Si riesce
a dire piu verita della logica, la matematica, ma al prezzo di non poterle dimostrare. Si
riesce a parlare del proprio linguaggio, ma a patto di non poterlo teorizzare tutto.

Non affronto la spiegazione di come Gddel riusci a calare la metaaritmetica
nell’aritmetica. E la parte della sua dimostrazione pill interessante per il matematico.
Dico solo che utilizza il teorema fondamentale dell’aritmetica e il teorema cinese del
resto in modo da codificare la formula ABew in una fbf dell’aritmetica. La tecnica di
tale codifica, oggi nota come godelizzazione, avrebbe riscosso gli applausi di Leibniz,
che invano cercava una lingua charateristica universalis, una sorta di lingua numerica
per esprimere tutta la matematica in modo formalizzato.

La poverta del 1ogos

Povero logos! Che fine gli ho fatto fare! Cosa si puo dire della poverta del logos?
La poverta del logos ¢ di non essere il logos del numero. Il logos non ha le parole per
dire il numero. Tra le formule notevoli che oggi vi ho dimostrato non ce n’¢ una che
riguardi il numero uno, due o tre. Esistono metateoremi che codificano questa
deficienza della logica. Il teorema di compattezza dice che un sistema di logica ¢
coerente sse 1o sono tutti 1 suoi sottosistemi finiti. In questo caso la logica non
distingue tra infinito e finito. Per il teorema di Skolem e Lowenheim un sistema ha un
modello sse ha un modello numerabile. Addirittura la logica non distingue tra infiniti
superiori al numerabile, scoperti da Cantor con il suo metodo diagonale. La logica
non sa distinguere banalmente tra I’infinito del contare — I’infinito numerabile — e
I’infinito del disegnare — I’infinito del continuo.

E si vuole fondare la metafisica sulla logica, 1’ontologia sulla sua miseria? Pretese
idealistiche che oggi tornano a sventolare sulle barricate antiscientifiche (quindi
antifreudiane). Ma non sarebbe pil saggio, invece, seguendo 1’esempio di Freud,
abbandonare il progetto metafisico e dedicarsi alla illogica, magari all’illogica
dell’inconscio? Ma la logica affascina. Ha affascinato per millenni. Come? Vendendo
il trucco della completezza. Una lustra che, evidentemente, acchiappa piu gli ossessivi
delle isteriche.

Ne do notizia perché mi sembra doveroso segnalare il pericolo a studenti che
stanno per specializzarsi in psichiatria. La lotta per riaffermare la vecchia ontologia
aristotelica ¢ oggi condotta con piu vigore dalla filosofia analitica. La quale ¢ anche la



filosofia che con maggior puntiglio attacca il cartesianesimo. E una filosofia — voglio
ricordare — proveniente dagli stessi territori culturali che hanno distrutto la vecchia
psichiatria clinica ottocentesca. Forse non € stato un male. Ma certo non € stato un
bene sostituirla con le varie edizioni del DSM, finalizzate unicamente alla
sperimentazione degli psicofarmaci e agli interessi dell’industria farmaceutica.

Chi ha detto che il povero logos ¢ innocuo!

(torna alla home)




